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❘❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts
❊♥ t♦✉t ♣r❡♠✐❡r ❧✐❡✉✱ ❥❡ t✐❡♥s à r❡♠❡r❝✐❡r très s✐♥❝èr❡♠❡♥t ♠❡s ❞❡✉① ❞✐r❡❝t❡✉rs ❞❡ t❤ès❡✱
▼❛r❝ ❡t P✐❡rr❡✲❖❧✐✈✐❡r✳ ❉✐r❡❝t❡✉rs✱ ✐❧s ♥❡ ❧✬ét❛✐❡♥t ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ♣❛s ❡♥❝♦r❡ ❛✉ ❞é❜✉t ❞❡ ♠❛
t❤ès❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ♦♥t s♦✉t❡♥✉ ❧❡✉r ❍❉❘ ❡♥tr❡ ✷✵✶✵ ❡t ✷✵✶✸✱ ❡t q✉❡ P✳❖✳ ❡st ❞és♦r♠❛✐s
Pr♦❢❡ss❡✉r ✿ ❇r❛✈♦ à ✈♦✉s ❞❡✉① ✦ ▼❡r❝✐ ▼❛r❝ ♣♦✉r t♦♥ ✐♥❝r♦②❛❜❧❡ ré❛❝t✐✈✐té ❡t t❡s ♠❛✐❧s
à ✸❤✸✵ ❞✉ ♠❛t✐♥✳ ▼❡r❝✐ P✳❖✳ ♣♦✉r t❛ ❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐té✱ ♠❛❧❣ré ❧❡s ❤❡✉r❡s ❞❡ ❞é❝❛❧❛❣❡ ❤♦r❛✐r❡
❧♦rs ❞❡ t♦♥ sé❥♦✉r ♦✉tr❡✲❛t❧❛♥t✐q✉❡✳
❏❡ t✐❡♥s ❡♥s✉✐t❡ à r❡♠❡r❝✐❡r t♦✉s ❧❡s ♠❡♠❜r❡s ❞❡ ♠♦♥ ❥✉r② ✿ ▼▼✳ ▲❛✉r❡♥t ❉❡❧❛♥♥❛②
❡t ❋r❛♥❝❦ ▼♦r❡❧ q✉✐ ♦♥t ❛❝❝❡♣té ❞❡ r❛♣♣♦rt❡r ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ✭❛♣rès ❛✈♦✐r ❞é❥à ❛❝❝❡♣té ❞❡
r❛♣♣♦rt❡r ✉♥❡ ❛✉tr❡ t❤ès❡ q✉✐ s✬❡st s♦✉t❡♥✉❡ ❧❛ ✈❡✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠✐❡♥♥❡✮✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ▼✳ P❡❞r♦
P♦♥t❡ ❈❛st❛ñ❡❞❛ ♣♦✉r ❛✈♦✐r ❜r❛✈é ❧❡s ✭très✮ ♠❛✉✈❛✐s❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♠été♦ à P❤✐❧❛❞❡❧♣❤✐❡ ♣♦✉r
✈❡♥✐r ❝❡ ❥♦✉r✱ ❡t ▼✳ ▼✐❝❤❡❧ ❇❡❧❧❡t ♣♦✉r ♠✬❛✈♦✐r ❢❛✐t ❧✬❤♦♥♥❡✉r ❞❡ ♣rés✐❞❡r ♠❛ s♦✉t❡♥❛♥❝❡
❞♦♥t ❧❛ ❞❛t❡ s❡r❛ ❞✐✣❝✐❧❡ à ♦✉❜❧✐❡r ✿ ❧❡ ✶✶✲✶✷✲✶✸ ✦ ▼❡r❝✐ é❣❛❧❡♠❡♥t ❛✉① ❞❡✉① r❡♣rés❡♥t❛♥ts
❞✉ ❝♦♥s♦rt✐✉♠ ✐♥❞✉str✐❡❧✱ ▼♠❡ ❏♦ë❧❧❡ ❉❡♠✉r❣❡r ❡t ▼✳ ❨✈♦♥ ▼✐❧❧❡t✱ ❞✬❛✈♦✐r ♣✉ ✈♦✉s r❡♥❞r❡
♣rés❡♥ts ❝❡ ❥♦✉r ❛✉ t✐tr❡ ❞✉ ♣r♦❥❡t ❈✐❝❛♣♦r♦✱ ❡t ❞✬❛✈♦✐r ❢ér♦❝❡♠❡♥t ❞é❢❡♥❞✉ ❧❡s ❜é♥é✜❝❡s
✐♥❞✉str✐❡❧s ❞❡ ♠♦♥ ♠♦❞è❧❡ ❢❛❝❡ ❛✉① q✉❡st✐♦♥s ✐♥❝✐s✐✈❡s ❞❡s t❤é♦r✐❝✐❡♥s✳
❆ ❝❡ t✐tr❡✱ ❥❡ s♦✉❤❛✐t❡ é❣❛❧❡♠❡♥t r❡♠❡r❝✐❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛rt❡♥❛✐r❡s ✐♥❞✉str✐❡❧s ♣♦✉r
♠✬❛✈♦✐r ❢❛✐t ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❧♦rs ❞✉ ❞ér♦✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ✿ ■s❛❜❡❧❧❡ P♦✐tr❡❛✉❧t ❡t ▼✐❤❛❡❧❛
❚❡❛❝❛ ✭■♥❞✉st❡❡❧✮✱ ❊✈❡❧②♥❡ ●✉②♦t ❡t ❇❡♥❥❛♠✐♥ ▼❛rt✐♥ ✭❈r❡✉s♦t ❋♦r❣❡✱ ❆r❡✈❛ ◆P✮✱ ▼②r✐❛♠
❉❡❧❤♦♠♠❡ ✭❈❘❱✱ ❈♦♥st❡❧❧✐✉♠✮✱ ❊r✐❝ ●❡♦r❣❡s ❡t ▲✉❞♦✈✐❝ ❇♦✉r❣❡♦♥ ✭❆✉❜❡rt✫❉✉✈❛❧ ▲❡s
❆♥❝✐③❡s✱ ■ss♦✐r❡✮✱ ❨✈♦♥ ▼✐❧❧❡t ❡t ❏✉❧✐❡♥ ❏♦✉r❞❛♥ ✭❚✐♠❡t ❙❛✈♦✐❡✮✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❏♦ë❧❧❡ ❉❡♠✉r❣❡r✱
❉✐❞✐❡r ▲❛✇r❥❛♥✐❡❝ ❡t ●✐❛♥♥✐ ❇♦✐ ✭❆s❝♦♠❡t❛❧ ❈❘❊❆❙✱ ❡t ❞és♦r♠❛✐s ❝♦❧❧è❣✉❡s✮✳ ▼❡r❝✐ ♣♦✉r
✈♦tr❡ ré❛❝t✐✈✐té✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ❧❡❝t✉r❡ ❞❡ ♠❡s ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ❛✈❛♥t s♦✉♠✐ss✐♦♥✱
❛✐♥s✐ q✉❡ ✈♦s ♣ré❝✐❡✉① ❝♦♠♠❡♥t❛✐r❡s ❧♦rs ❞❡s ré✉♥✐♦♥s ❞✬❛✈❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡ t❤ès❡ à P❛r✐s✱ ♦ù
♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣❛rt❛❣é ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s✉❝❝✉❧❡♥ts r❡♣❛s ❢r♦✐❞s ❡t ❡♥ ♣❧❛st✐q✉❡✳
❏❡ ♥❡ s❛✉r❛✐s ♦✉❜❧✐❡r t♦✉t❡s ❧❡s ♣❡rs♦♥♥❡s q✉✐ ♦♥t ❥♦✉é ✉♥ rô❧❡ ♥♦♥✲♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ❞❛♥s
❧✬❛✈❛♥❝é❡ ❞❡ ♠❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ t❤ès❡✳ ❏❡ ♣❡♥s❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t à ❊♠✐❧❡ ❘♦✉① q✉✐ ♠✬❛ s♦rt✐ ❞✬✉♥
❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣étr✐♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❛❧♦rs q✉❡✱ ❞❡ ♠♦♥ ♣r♦✜❧ ❞❡ ♠ét❛❧❧✉r❣✐st❡✱ ❥❡ ♠✬✐♥✐t✐❛✐s
à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s✳ ❏❡ ♣❡♥s❡ é❣❛❧❡♠❡♥t à ❙é❜❛st✐❡♥ ❇r③✉❝❤❛❝③ ❞✉ ❈❡t✐♠ ✭Pô❧❡
❊P■✱ ❙❡♥❧✐s✮ ♣♦✉r ♠✬❛✈♦✐r ❣r❛❝✐❡✉s❡♠❡♥t ❛❝❝✉❡✐❧❧✐ ✭❡t à ♣❧✉s✐❡✉rs r❡♣r✐s❡s✮ ❛✉① ✐♥st❛❧❧❛t✐♦♥s
❞❡ t♦♠♦❣r❛♣❤✐❡ ❚♦♠♦♣✐❝ ❡t ♠✬❛✈♦✐r ❛❝❝♦♠♣❛❣♥é ❞❛♥s ♠❛ q✉êt❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t
❝❡s ♠②stér✐❡✉① é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ♣♦r❡✉① ❜♦✉❣r❡♠❡♥t ♦♣❛q✉❡s ✦
❏❡ ♥❡ ♣♦✉rr❛✐s ❝❧♦r❡ ❝❡tt❡ ♣❛❣❡ ❞❡ r❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts s❛♥s r❡♠❡r❝✐❡r ❧❛ ♠été♦ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡✲
♠❡♥t ❣é♥ér❡✉s❡ ❞♦♥t ❜é♥é✜❝✐❡ ❧❡ ❈❡♠❡❢✱ ❣râ❝❡ à q✉✐✱ ♣❛r ❧❛ r✐❝❤❡ss❡ ❞❡s ❛❝t✐✈✐tés q✉✬❡❧❧❡
♣❡r♠❡t✱ ❥✬❛✐ ♣✉ r❡♥❝♦♥tr❡r ✉♥❡ ❢♦✉❧❡ ❞❡ ❣❡♥s ✐♥❝r♦②❛❜❧❡s✳ ❏❡ ♣❡♥s❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❛✉① ✐♥✲
t❡r♠✐♥❛❜❧❡s ❤❡✉r❡s ❞❡ ❣r✐♠♣❡ à ❧é③❛r❞❡r à ❧❛ ❚✉r❜✐❡ ❡♥ ♣❧❡✐♥ s♦❧❡✐❧ ♣❡♥❞❛♥t ❧❡s ❢r❛î❝❤❡s
❥♦✉r♥é❡s ❞✬❤✐✈❡r✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❡s sé❛♥❝❡s ♠♦✐t❡s ❛✉ ❢♦♥❞ ❞❡s ❣♦r❣❡s ❞✉ ▲♦✉♣ ❧♦rs ❞❡s ❧♦♥❣✉❡s
s♦✐ré❡s ❞❡ ❏✉✐♥✱ ❣râ❝❡ ❛✉①q✉❡❧❧❡s ❥✬❛✐ ♣✉ ❝r♦✐t❡r ♠♦♥ ♣r❡♠✐❡r ✭❡t ❞❡r♥✐❡r ❄✮ ✼❝✳ ▼❡r❝✐ à
t♦✉t❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❣r✐♠♣❡✉rs ❞✉ ✵✻ ✿ ❆❧❡①✱ ◆✐❝♦ ▲❡s❛❣❡✱ ❚✐t✐✱ ❆♥♥❡✱ ▼❛t❤✐❧❞❡✱ ❘♦♠❛♥✱
❈❡❞✫❈❡❧✱ ❱✐♥❝❡✫❙❛♥❞r❛✱ ❡t t♦✉s ❧❡s ❛✉tr❡s ❞✉ ❈♦✈✱ ❞❡ ❧✬❯❙ ❈❛❣♥❡s ❡s❝❛❧❛❞❡✱ ♦✉ ❛✈❡❝ q✉✐
❥✬❛✐ ♣✉ ❣r✐♠♣❡r ❡♥ ❢❛❧❛✐s❡✳ ❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ t♦✉t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t P❡t✐t ◆✐❝♦ ♣♦✉r ❧❡s ❞é❝♦✉✲
✈❡rt❡s ♠✉s✐❝❛❧❡s ❧♦rs ❞❡s sé❛♥❝❡s ❞❡ ♣❛♥ ❡t t❡s ✐♠✐t❛t✐♦♥s ❞❡s ❝✉❧t✐ss✐♠❡s ré♣❧✐q✉❡s ❞❡ ♥♦s
✜❧♠s ♣ré❢érés✳
✈✐✐
❘❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts
❙❛♥s ♦✉❜❧✐❡r✱ ❜✐❡♥ é✈✐❞❡♠♠❡♥t ✿ ❧❛ ❈❧✐♠❜✐♥❣ ❈♦❧♦❝ ✭❇❡ ❝❛r❡❢✉❧ ✐♥ t❤✐s t✐♠❡ ✦✦✮✱ ❖❧✐✈ ✭❡t
❜é ♦✉❛✐s✮✱ ●✉✐❣✉✐ ✭tr✐♣❧❡ ♠②st✐q✉❡✮✱ ♣✉✐s ❏❡r❡♠ ✭❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡✮✳ ▼❡r❝✐ ❧❡s ❣❛rs ✦
❉❡ ❧❛ ❣r✐♠♣❡✱ ♠❛✐s ♣❛s q✉❡ ✦ ❯♥ é♥♦r♠❡ ♠❡r❝✐ à ◆✐❝♦ ❉♦♥❞♦♥ ♣♦✉r t♦♥ é♥❡r❣✐❡ ✐♥é♣✉✐s✲
❛❜❧❡✱ q✉❡ ❝❡ s♦✐t ♣♦✉r r❛❝♦♥t❡r ❞❡s ❤✐st♦✐r❡s à ré♣ét✐t✐♦♥ ❬r♦✉❤♦✉✉✉❪✱ ♣♦✉r ♥❡ ❥❛♠❛✐s ❛ttr❛♣❡r
❢r♦✐❞ ❞❛♥s ❧✬❡❛✉ ❧✐♠♣✐❞❡ ❞❡s ♠❛❣♥✐✜q✉❡s ❝❛♥②♦♥s ❞❡s ❆❧♣❡s✲▼❛r✐t✐♠❡s ❬♠❛❧❣ré q✉❡❧q✉❡s
❢r✐ss♦♥s ♣❛r❢♦✐s✱ ♠❛✐s ♣♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s t♦✉t❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s❪✱ ♣♦✉r t❡s r✐❝❤❡s ❡♥s❡✐❣♥❡♠❡♥ts ❞❡
♣❛ss✐♥❣ ❡t ❞❡ ▲❆❚❊❳ ✭❑✐❧❡✦✮✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❡s ❛s❝❡♥s✐♦♥s ❡①♣r❡ss ❞❡s ♣❧✉s ❜❡❛✉① s♦♠♠❡ts ❞✉
▼❡r❝❛♥t♦✉r t❡❧ q✉❡ ❧❡ Pét♦✉♠✐❡r ❡♥ r❛q✉❡tt❡s ♦✉ ❧❡ ●é❧❛s ❡♥ ❝❤❛✉ss✉r❡s s❛♥s s❡♠❡❧❧❡✳
❯♥ ❣r❛♥❞ ♠❡r❝✐ é❣❛❧❡♠❡♥t à t♦✉t❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ♣❡r❝✉ss✐♦♥s ❛❢r✐❝❛✐♥❡s q✉✐ ♠✬❡♥ ♦♥t ❢❛✐t
♣r❡♥❞r❡ ♣❧❡✐♥ ❧❡s t②♠♣❛♥s ♣❡♥❞❛♥t ❧❡s sé❛♥❝❡s ❞❡ ♠✐❞✐✱ à ❏❡❛♥✲▼✐ ♣♦✉r ❧❛ ♠❛ss❡ ❞❡ r②t❤♠❡s
q✉❡ t✉ ♠✬❛s ❛♣♣r✐s✱ ❡t à ❇❡♥ ♣♦✉r ❧❡s s❡ss✐♦♥s ❞❡ ♣❡r❝✉s ✐♠♣r♦✈✐sé❡s✱ à ❧✬♦❝❝❛s✐♦♥ ❞❡ ❧❛
♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ▼✐❧❛✱ ♦✉ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣ré♣❛r❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ s✉❝❝✉❧❡♥t ❜❛r❜❡✉❝ ❝❤❡③ ▼❛r❣❛✉①
❡t t♦✐✳
❯♥ é♥♦r♠❡ ♠❡r❝✐ à ❆♥❞r❡❛ ❡t à ❙t❡✛❡♥✱ q✉✐ ♠✬♦♥t ❢❛✐t ❧❡ ♣❧❛✐s✐r ❞❡ ♣❛rt❛❣❡r ❛✈❡❝ ♠♦✐
❧❡ ❜✉r❡❛✉ ♣❡♥❞❛♥t ❝❡s tr♦✐s ❛♥s✱ ❡t q✉✐ ♦♥t s✉❜✐ ♠❡s s❛✉ts ❞✬❤✉♠❡✉r ❡t ♠❡s ✐♥♥♦♠❜r❛❜❧❡s
❣r♦❣♥❡s ❝♦♥tr❡ ❝❡rt❛✐♥s ♦✉t✐❧s ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡s ❞♦♥t ❥❡ t❛✐r❛✐ ❧❡ ♥♦♠✳ ❇r❛✈♦ à ✈♦✉s ❞✬❛✈♦✐r
❛✉ss✐ ré✉ss✐ à s♦✉t❡♥✐r ❡♥ ✷✵✶✸✱ ❲❡ ❞✐❞ ✐t✦
❯♥ ❣r❛♥❞ ♠❡r❝✐ ❛✉ss✐ à t♦✉s ❧❡s t❤és❛r❞s ❞✉ ❈❡♠❡❢ ❛✈❡❝ q✉✐ ❥✬❛✐ ♣❛rt❛❣é ❞❡s r❡♣❛s✱ ❞❡s
❝♦♥❢ér❡♥❝❡s✱ ❞❡s ré✉♥✐♦♥s✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❞❡s ❡①❛♠s ✿ ❆♥❛✲▲❛✉r❛✱ ❩✐❛❞✱ ❙♦♥✱ ❯❣♦✱ ❑♦✣✱ ❋❛❞✐✱
❘❡❜❡❝❝❛✱ ❉♦r✐❛♥✱ ❡t t♦✉s ❧❡s ❛✉tr❡s✳
■❧ ❡st t❡♠♣s à ♣rés❡♥t ❞✬❡①♣r✐♠❡r t♦✉t❡ ♠❛ ❣r❛t✐t✉❞❡ à ♠❛ ❢❛♠✐❧❧❡✿ à ♠♦♥ ❢rèr❡ P❛s❝❛❧
q✉✐ ❛ t♦✉❥♦✉rs été à ♠❡s ❝ôtés ❧♦rs ❞❡s ❞é❝✐s✐♦♥s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s✱ ❡t à ♠❡s ♣❛r❡♥ts✱ ❆♥❣❡❧✐❦❛ ❡t
❆❧❛✐♥✱ q✉✐ ♦♥t t♦✉❥♦✉rs s✉ tr♦✉✈❡r ❧❡s ♠♦ts ♣♦✉r ♠❡ s♦✉t❡♥✐r✱ ❡♥ t♦✉t❡s ❝✐r❝♦♥st❛♥❝❡s✱ ♠ê♠❡
q✉❛♥❞ ❧❡ ♠♦r❛❧ ét❛✐t ❛✉ ♣❧✉s ❜❛s✳ ❈❡ ❢ût ✉♥ s♦✉t✐❡♥ ❝♦♥st❛♥t q✉✐ s✬❡st ✈✉ r❡❞♦✉t❛❜❧❡♠❡♥t
❡✣❝❛❝❡✱ ❡t ❥❡ ✈♦✉s ❞♦✐s ✐♥❝♦♥t❡st❛❜❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ♣❛rt ❞❡ ré✉ss✐t❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❣r❛♥❞❡ ❛✈❡♥t✉r❡✳
❈❡tt❡ ❣r❛♥❞❡ ❛✈❡♥t✉r❡✱ ❥❡ ❧✬❛✐ s✉rt♦✉t tr❛✈❡rsé❡ ❣râ❝❡ à ❧✬✐♥✢❡①✐❜❧❡ s♦✉t✐❡♥ ❞❡ ▼❛rí❛✱ s❛♥s
q✉✐ ❥❡ ♥✬❛✉r❛✐s ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❥❛♠❛✐s ré✉ss✐ à ✜♥✐r ♠❛ t❤ès❡ ❞❛♥s ❞❡ t❡❧❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚✉ ❛s
t♦✉❥♦✉rs été à ♠❡s ❝ôtés✱ ♠ê♠❡ ❧♦rsq✉❡ ♥♦✉s ♥✬ét✐♦♥s ♣❛s ♣❤②s✐q✉❡♠❡♥t ré✉♥✐s✳ ❚✉ ❛s
t♦✉❥♦✉rs ❝r✉ ❡♥ ♠♦✐✱ ❡t t✉ ❛s ❣r❛✈✐ ❞❡s ♠♦♥t❛❣♥❡s ♣♦✉r ♠♦✐ ✭❛✉ s❡♥s ♣r♦♣r❡ ❊❚ ❛✉ ✜❣✉ré✮ ✦
❏❡ ♥✬♦✉❜❧✐❡r❛✐ ❥❛♠❛✐s t♦✉s ❧❡s ❡✛♦rts ❡t t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♥❝❡ss✐♦♥s q✉❡ t✉ ❛s ❢❛✐t❡s ♣♦✉r q✉❡ ♥♦✉s
♣✉✐ss✐♦♥s r❡st❡r ✉♥❡ éq✉✐♣❡ ❞✉r❛♥t ❝❡s ❞✉r❡s ♠❛✐s ❜❡❧❧❡s ❛♥♥é❡s✳
❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ❥❡ t❡ ❞é❞✐❡ ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✱ ❢r✉✐t ❞❡ ♥♦tr❡ ré✉ss✐t❡ à t♦✉s ❧❡s ❞❡✉①✳
▼❡r❝✐ à t♦✉s ✦
▼✐❝❤❡❧
✈✐✐✐
à ▼❛rí❛
✐①

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
■♥❞✉str✐❛❧ ♥❡❡❞s ❢♦r ❧❛r❣❡ ♠❡t❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❢♦r ❛❡r♦s♣❛❝❡✱ tr❛♥s♣♦rt✱ ♦r ❡♥❡r❣② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
❝♦♥st❛♥t❧② ✐♥❝r❡❛s❡✳ ❆❢t❡r ❝❛st✐♥❣✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧ ✈♦✐❞s ♠❛② ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥
❧❛r❣❡ ✐♥❣♦ts ♦r ♣r❡❢♦r♠s✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❝❧✐❡♥t s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s✱ s✉❝❤ ✐♥t❡r♥❛❧ ❞❡❢❡❝ts ♠✉st
♦❜✈✐♦✉s❧② ❜❡ ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ ❜❡❢♦r❡ ❞❡❧✐✈❡r②✱ ❛s t❤❡② ♠❛② s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❛✛❡❝t t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧
♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ✜♥❛❧ ♣r♦❞✉❝ts✳ ❱♦✐❞ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ✐s ❝❧❛ss✐❝❛❧❧② ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✜rst st❡♣s
♦❢ ❡❧❛❜♦r❛t✐♦♥✱ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❤♦t ♠❡t❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s ✭❡✳❣✳ ❤♦t ❢♦r❣✐♥❣ ♦r ❤♦t r♦❧❧✐♥❣✮✳
Pr✐♦r t♦ ❞❡❧✐✈❡r②✱ t❤❡ ✜♥❛❧ s♦✉♥❞♥❡ss ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦♣✐❡❝❡s ✐s s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② ✈❡r✐✜❡❞✳ ❚❤❡
❞❡t❡❝t❡❞ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✈♦✐❞s ✐♥ t❤❡ ✜♥❛❧ ✇♦r❦♣✐❡❝❡s ♠❛② ✐♥✈♦❧✈❡ r❡❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦♣✐❡❝❡ ❛♥❞
✐s✱ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❡①tr❡♠❡❧② ❝♦st❧②✳ ❉❡s✐❣♥✐♥❣ t❤❡ ❢♦r♠✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ ✈♦✐❞
❝❧♦s✉r❡ ✐s t❤✉s ♦❢ ✉t♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥❝❡✳ ❋✐♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡s ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧②
✉s❡❞✱ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡✳ ❚❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ♣r♦❝❡ss
❞❡s✐❣♥ ✐s t❤✉s ♠❛✐♥❧② ❞r✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳
❚❤❡r❡ ✐s ❛t ♣r❡s❡♥t ❛ ❧❛❝❦ ♦❢ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱
t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡ ❛r❡ ❝✉rr❡♥t❧② ✉♥❛❜❧❡ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ s❛t✐s❢❛❝t♦r② ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s
✐♥ ❛♥ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❝♦♥t❡①t✳
❱♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ✐♥✈♦❧✈❡s t✇♦ st❛❣❡s✿ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝❧♦s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✈♦✐❞ ✭r❡❞✉❝✐♥❣
t❤❡ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ t♦ ③❡r♦✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ✜♥❛❧ ❜♦♥❞✐♥❣ ♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧ s✉r❢❛❝❡s ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡t❡
❤❡❛❧✐♥❣ ❛♥❞ t❤✉s ❛ s♦✉♥❞ ♠❛t❡r✐❛❧ ❬P❛r❦ ❛♥❞ ❨❛♥❣✱ ✶✾✾✻❪✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦ ❢♦❝✉s❡s ♦♥
t❤❡ ✜rst st❛❣❡ ♦♥❧②✿ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝❧♦s✉r❡✳
❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s t❤✉s t♦ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❛♥❞ t♦
❞❡✜♥❡ ❛ ♥❡✇ r❡❧✐❛❜❧❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡✳ ❚❤✐s ✇♦r❦ ✇❛s s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② ❛♥
✐♥❞✉str✐❛❧ ❝♦♥s♦rt✐✉♠ ❈✐❝❛♣♦r♦ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ s✐① ♣❛rt♥❡rs✿
• ❚■▼❊❚ ❙❛✈♦✐❡✱
• ❆r❝❡❧♦r▼✐tt❛❧ ✭■♥❞✉st❡❡❧✮✱
• ❆r❡✈❛ ✭❈r❡✉s♦t ❋♦r❣❡✮✱
• ❆s❝♦♠❡t❛❧ ✭❈❘❊❆❙✮✱
• ❆✉❜❡rt✫❉✉✈❛❧ ✭▲❡s ❆♥❝✐③❡s ❛♥❞ ■ss♦✐r❡✮ ❛♥❞
• ❈♦♥st❡❧❧✐✉♠ ✭❈❘❱ ❙❡r✈✐❝❡s✮✳
❆♠♦♥❣ ❛❧❧ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❞❛t❛✱ ❝♦♠♠♦♥ st❛t❡♠❡♥ts ❛♥❞ ❝♦♠♠♦♥ ✐ss✉❡s r❡❣❛r❞✐♥❣ ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡
❛r❡ ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t✿ ❧❛r❣❡ ✇♦r❦♣✐❡❝❡s ❛r❡ ❝♦♥❝❡r♥❡❞✱ ❛♥❞ ❤♦t ♠❡t❛❧ ❢♦r♠✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ ✉s❡❞
t♦ ♦❜t❛✐♥ ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ s✉❝❤ ❛ ❝♦♥s♦rt✐✉♠ ✐♥✈♦❧✈❡s ❛ ❧❛r❣❡ ❞✐✈❡rs✐t② ✐♥ t❡r♠s
♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ ✈♦✐❞ st❛t❡s✱ ♣r♦❝❡ss❡s ✭❤♦t ❢♦r❣✐♥❣✱ ❤♦t r♦❧❧✐♥❣✮ ❛♥❞ ♠❛t❡r✐❛❧s ✭✈❛r✐♦✉s ❣r❛❞❡s ♦❢
st❡❡❧✱ ❚✐✲❛❧❧♦②s✱ ❆❧✲❛❧❧♦②s✮✳ ❆ ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐s ✐ts
✈❡rs❛t✐❧✐t② r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ✇✐❞❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t❤❛t ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳
▼❡❛♥✲✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧s ♠❡r❣❡ ❛s ♣♦✇❡r❢✉❧ t♦♦❧s t♦ ♣r❡❞✐❝t ✈♦✐❞s ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss
s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❆ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t t❤❡r♠♦✲♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ st❛t❡ ❛♥❞ ❛
s❡t ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✭❡✳❣✳ t❤❡ ✈♦✐❞
✶
■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
✈♦❧✉♠❡✮ ❛t ❛♥② ♣♦✐♥t ♦❢ ❛ ✇♦r❦♣✐❡❝❡✱ ❞✉r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥
❝♦st ♦❢ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧s ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✱ ❛s ✐t s✐♠♣❧② r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❛
♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥✳
❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ t✇♦ ♠❛✐♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✇❡r❡ ✉s❡❞ t♦ st✉❞② ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡✿
• t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡♥t✐r❡ ✇♦r❦♣✐❡❝❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❡①♣❧✐❝✐t ✈♦✐❞s ❛r❡
st✉❞✐❡❞ ✉s✐♥❣ ♣❧❛st✐❝✐♥❡ ❬❙tå❤❧❜❡r❣ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✽✵❪ ♦r ❢✉❧❧✲✜❡❧❞ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t s✐♠✉❧❛✲
t✐♦♥s ❬❚❛♥❛❦❛ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✽✻✱ ❉✉❞r❛ ❛♥❞ ■♠✱ ✶✾✾✵✱ ❇❛♥❛s③❡❦ ❛♥❞ ❙t❡❢❛♥✐❦✱ ✷✵✵✻✱ ❑❛❦✐✲
♠♦t♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✱ ❈❤❡♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❪ ❛♥❞
• t❤❡ ♠✐❝r♦✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❣❡♦♠❡tr② ✐♥ ❛♥
✐♥✜♥✐t❡ ♠❛tr✐① ✐s ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❬❘✐❝❡ ❛♥❞ ❚r❛❝❡②✱ ✶✾✻✾✱ ❇✉❞✐❛♥s❦② ❡t ❛❧✳✱
✶✾✽✷✱ ❉✉✈❛ ❛♥❞ ❍✉t❝❤✐♥s♦♥✱ ✶✾✽✹✱ ❩❤❛♥❣ ❛♥❞ ❈✉✐✱ ✷✵✵✾❪✳
■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦✱ ❛ ♥❡✇ ♠❡s♦✲s❝❛❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ t❛❦❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡
♦❢ ❜♦t❤ ♠❛✐♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ❚❤❡ ♠❡s♦✲s❝❛❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❡♥❛❜❧❡s t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ♦❢ ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡
t♦ ❜❡ ❛❝❝✉r❛t❡❧② st✉❞✐❡❞ ❛t t❤❡ ♠✐❝r♦✲s❝❛❧❡✱ ✉s✐♥❣ ❢✉❧❧✲✜❡❧❞ ❡①♣❧✐❝✐t s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ ❛ r❡♣✲
r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ✈♦❧✉♠❡ ❡❧❡♠❡♥t ✭❘❱❊✮✱ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡
♦❢ t❤❡ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✉r✐♥❣ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♣r♦❝❡ss❡s✳
❆ ✇✐❞❡ ❝❛♠♣❛✐❣♥ ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ♠✐❝r♦✲s❝❛❧❡ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜✉✐❧❞ ❛♥❞
❝❛❧✐❜r❛t❡ ❛ ♥❡✇ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡✳ ❚❤❡ ♥❡✇ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧
❢♦r ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡ ✐s ✜♥❛❧❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t s♦❢t✇❛r❡ ❢♦r ♠❡t❛❧ ❢♦r♠✐♥❣
❋❖❘●❊ ❬✷✵✶✶❪ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❡①✐st✐♥❣ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧s ❢r♦♠ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✉s✐♥❣ r❡❛❧
✐♥❞✉str✐❛❧ ♣r♦❝❡ss ❝❛s❡s✳
❚❤✐s ❞♦❝✉♠❡♥t ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ✜✈❡ ❝❤❛♣t❡rs✳
❈❤❛♣t❡r ✶ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦✳ ❋✐rst✱ ❛ r❡✈✐❡✇ ♦❢ ✐♥❞✉str✐❛❧
✐ss✉❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♥s♦rt✐✉♠ ❈✐❝❛♣♦r♦ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❚❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t st✉❞②
❛♥❞ t❤❡ r❛♥❣❡s ♦❢ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧s✱ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❛♥❞ ✐♥✐t✐❛❧ ✈♦✐❞ st❛t❡s✳
■t ✐s ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛♥ ❡①t❡♥s✐✈❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ r❡✈✐❡✇ ♦❢ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❛♥❞ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ r❡s✉❧ts
❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡✳ ❚❤❡ t✇♦ ♠❛✐♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛♥❞ ♥✉♠❡r♦✉s ❝r✐t❡r✐❛
❛♥❞ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❚❤❡✐r ❤②♣♦t❤❡s❡s ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡s
♦❢ ✐♥t❡r❡st r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ✐♥❞✉str✐❛❧ ✐ss✉❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t✳ ❚❤❡ ❣r❡❛t
♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ t❤❡ ♠❡s♦✲s❝❛❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ✉♥❞❡r❧✐♥❡❞✳
❈❤❛♣t❡r ✷ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ♠❡s♦✲s❝❛❧❡ ❛♥❞ ❛❧❧ r❡❧❛t✐✈❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ t♦♦❧s t❤❛t ✇❡r❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦
❛❝❝✉r❛t❡❧② st✉❞② ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛r❡ ❡①♣♦s❡❞✳ ❚❤❡ ❘❱❊
♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞
t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠❡s❤ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛ ✈♦✐❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡s♦✲s❝❛❧❡
❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ✈❛❧✐❞❛t❡❞ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ✈❛❧✐❞✐t②✳
❈❤❛♣t❡r ✸ ♣r❡s❡♥ts ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢✉❧❧✲✜❡❧❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♣❡r❢♦r♠❡❞
✉s✐♥❣ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t s♦❢t✇❛r❡ ❋❖❘●❊ ❬✷✵✶✶❪✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❤♦t ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ t❡st✐♥❣
❛r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ♦♥ s❛♠♣❧❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ✐♥✐t✐❛❧ ✈♦✐❞s✳ ❚❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣②
♦❢ t❤❡s❡ ✈♦✐❞s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❳✲r❛② ♠✐❝r♦t♦♠♦❣r❛♣❤② ♦♥ ✐♥✐t✐❛❧ s❛♠♣❧❡s ❛♥❞ ❛❢t❡r
❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✳ ❚❤❡❡ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ✜♥✐t❡
❡❧❡♠❡♥t r❡s✉❧ts ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ ❢✉❧❧✲✜❡❧❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ❢✉❧❧✲✜❡❧❞
❢♦r♠❛❧✐s♠s ✐s ✉s❡❞ ❛t t✇♦ ❧❡✈❡❧s ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛♣t❡rs✿ ❛t t❤❡ ❘❱❊✲s❝❛❧❡ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹
t♦ ❞❡✜♥❡ ❛♥❞ ❝❛❧✐❜r❛t❡ t❤❡ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡✱ ❛♥❞ ❛t t❤❡ ✇♦r❦♣✐❡❝❡✲s❝❛❧❡
✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ❛ ❢❡✇ ❡①♣❧✐❝✐t ❢✉❧❧✲✜❡❧❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❡♥t✐r❡ ♣r♦❝❡ss❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣
✈♦✐❞s✱ t♦ t❤❡ ♥❡✇ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧✳
✷
❈❤❛♣t❡r ✹ ✐s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ t❤❡ st✉❞② ♦❢ ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❛t t❤❡ ♠✐❝r♦✲s❝❛❧❡✳ ❚❤❡
✇✐❞❡ ❝❛♠♣❛✐❣♥ ♦❢ ❘❱❊✲s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞✳ ❆ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s❡♥s✐t✐✈✐t② st✉❞② t♦ ♠❛t❡✲
r✐❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✱ t♦ ✈♦✐❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ✭❣❡♦♠❡tr② ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✮✱ ❛♥❞ t♦ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧
❧♦❛❞✐♥❣ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❚❤✐s st✉❞② ❡♥❛❜❧❡s ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ ♠❛❥♦r ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
❢♦r t❤❡ ♥❡✇ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡✳ ❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ♥❡✇ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧
❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ st❡♣ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❢❡✇ ❡①❛♠♣❧❡s✳
❈❤❛♣t❡r ✺ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡✇♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧ ✐♥ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t
s♦❢t✇❛r❡ ❋❖❘●❊ ❬✷✵✶✶❪✳ ❚❤❡ ♥❡✇ ♠♦❞❡❧ ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t✇♦ r❡❝❡♥t ❡①✐st✐♥❣ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞
♠♦❞❡❧s ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✉s✐♥❣ ❛ r❡❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ ♦♣❡♥ ❞✐❡ ❢♦r❣✐♥❣ ❛♥❞ ❛ r❡❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ ❤♦t
r♦❧❧✐♥❣✳ ❋✉❧❧✲✜❡❧❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❡①♣❧✐❝✐t ✈♦✐❞s ❛r❡ ❛❧s♦ ♣❡r❢♦r♠❡❞
❛♥❞ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝❛s❡ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✳ ❚❤❡ ❜❡♥❡✜ts ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞
♠♦❞❡❧ ❛r❡ ✉♥❞❡r❧✐♥❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞✳
❚❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛r❡ ✜♥❛❧❧② ❣✐✈❡♥ ❛♥❞ ♥✉♠❡r♦✉s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❛r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣
♣r❡✈✐♦✉s ❞✐s❝✉ss✐♦♥s✳
❉✉r✐♥❣ t❤✐s P❤❉ t❤❡s✐s✱ ❛ ♣❛♣❡r ✇❛s ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ❛♥ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❥♦✉r♥❛❧✿
• ▼✳ ❙❛❜②✱ ▼✳ ❇❡r♥❛❝❦✐✱ ❊✳ ❘♦✉①✱ ❛♥❞ P✳✲❖✳ ❇♦✉❝❤❛r❞✳ ❚❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢
r❡❛❧ ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡ ❛t t❤❡ ♠❡s♦✲s❝❛❧❡ ❞✉r✐♥❣ ❤♦t ♠❡t❛❧ ❢♦r♠✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
▼❛t❡r✐❛❧s ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✼✼✿✶✾✹✕✷✵✶✱ ✷✵✶✸❜✱
t✇♦ ♣❛♣❡rs ✇❡r❡ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ♣r♦❝❡❡❞✐♥❣s✿
• ▼✳ ❙❛❜②✱ ❊✳ ❘♦✉①✱ ▼✳ ❇❡r♥❛❝❦✐✱ ❛♥❞ P✳✲❖✳ ❇♦✉❝❤❛r❞✳ ▼✉❧t✐s❝❛❧❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ✈♦✐❞
❝❧♦s✉r❡ ❞✉r✐♥❣ ❤♦t ❢♦r♠✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✷✾t❤ ❋♦r❣✐♥❣ ■♥❞✉str②
❚❡❝❤♥✐❝❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡✱ ✷✵✶✷❝
• ▼✳ ❙❛❜②✱ ▼✳ ❇❡r♥❛❝❦✐✱ ❛♥❞ P✳✲❖✳ ❇♦✉❝❤❛r❞✳ ❆♥❛❧②s❡ ♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ r❡❢❡r♠❡t✉r❡
❞❡ ♣♦r♦s✐tés✱ ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ❢♦r♠❡ ❞❡s ♠ét❛✉① à ❝❤❛✉❞✳ ■♥ ❆❝t❡s ❞✉ ✶✶❡
❈♦❧❧♦q✉❡ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❡♥ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❙tr✉❝t✉r❡s ❈❙▼❆✱ ✷✵✶✸❛
❛♥❞ t✇♦ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ❤❡❧❞ ✐♥ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡s✿
• ▼✳ ❙❛❜②✱ ▼✳ ❇❡r♥❛❝❦✐✱ P✳✲❖✳ ❇♦✉❝❤❛r❞✱ ❛♥❞ ❊✳ ❘♦✉①✳ ❙❡♥s✐t✐✈✐t② st✉❞② ❢♦r ✈♦✐❞
❝❧♦s✉r❡ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❧♦❛❞✐♥❣s✱ ✉s✐♥❣ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
❛t ❛ ♠❡s♦✲s❝❛❧❡✳ ■♥ ✽t❤ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❙♦❧✐❞ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡✱ ✷✵✶✷❛
• ▼✳ ❙❛❜②✱ ▼✳ ❇❡r♥❛❝❦✐✱ ❊✳ ❘♦✉①✱ ❙✳ ❇r③✉❝❤❛❝③✱ ❛♥❞ P✳✲❖✳ ❇♦✉❝❤❛r❞✳ ❙❡♥s✐t✐✈✐t②
st✉❞② ❢♦r ❝❧♦s✉r❡ ♦❢ r❡❛❧ ✈♦✐❞ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❧♦❛❞✐♥❣s✱ ✉s✐♥❣ ✜♥✐t❡
❡❧❡♠❡♥t s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛t ♠❡s♦✲s❝❛❧❡✳ ■♥ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❈♦♥❣r❡ss ♦♥ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ▼❡t❤♦❞s
✐♥ ❆♣♣❧✐❡❞ ❙❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ✷✵✶✷❜✳
◆❇✿ ■♥ t❤✐s ❞♦❝✉♠❡♥t✱ r❡❢❡r❡♥❝❡s t♦ ♣❛♣❡rs ❛r❡ ♠❛❞❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦r♠✿ ❬❙❛❜② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❜❪✱
❛♥❞ r❡❢❡r❡♥❝❡s t♦ ❛✉t❤♦rs ❛r❡ ♠❛❞❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦r♠✿ ❙❛❜② ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✸❜❪✳
✸
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❙t❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt
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❈❤❛♣t❡r ✶ ❙t❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt
❘és✉♠é ❢r❛♥ç❛✐s
❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ét✉❞❡s r❡❝❡♥sé❡s r❡❧❛t✐✈❡s à ❧❛
r❡❢❡r♠❡t✉r❡ ❞❡ ♣♦r♦s✐té✳ ■❧ ❡st ❞✐✈✐sé ❡♥ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s✳
▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ s②♥t❤ès❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ✐♥❞✉str✐❡❧❧❡✱ ré❛❧✐sé❡ à ♣❛r✲
t✐r ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s r❡❝✉❡✐❧❧✐❡s ❛✉♣rès ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣❛rt❡♥❛✐r❡s ✐♥❞✉str✐❡❧s✳ ▲❡s
❞✐✛ér❡♥ts ♠❛tér✐❛✉①✱ ♣r♦❝é❞és✱ ❡t ét❛ts ❞❡ ♣♦r♦s✐tés ✐♥✐t✐❛✉① s♦♥t ❧✐stés ❛✜♥ ❞❡ ❝❧❛✐r❡♠❡♥t
❞é✜♥✐r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬ét✉❞❡✳ ▲❡s ét❛ts ✐♥✐t✐❛✉① ❞❡ ♣♦r❡s ♣rés❡♥t❡♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❞❡s ❢♦r♠❡s
❝♦♠♣❧❡①❡s ✭❛❧❧♦♥❣é❡s✱ ♣♦❧②❣♦♥❛❧❡s ♦✉ ✐♥t❡r❞❡♥❞r✐t✐q✉❡s✮✳ ▲❡✉r ♣♦s✐t✐♦♥ ❡st très ♠❛❥♦r✐✲
t❛✐r❡♠❡♥t s✐t✉é❡ s✉r ❧✬❛①❡ ❝❡♥tr❛❧ ❞❡s ❧✐♥❣♦ts✳ ▲❡s ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s s♦♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭s❡❧♦♥ ❧✬❛①❡
♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞✉ ❧✐♥❣♦t✱ ❡♥ ❱✲sé❣ré❣és ♦✉ ❞✐str✐❜✉é❡s ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t✮✳ ▲❡s t❛✐❧❧❡s ❞❡ ♣♦r❡s r❡♥❝♦♥✲
tré❡s ✈❛r✐❡♥t ❞✬❡♥✈✐r♦♥ ✵✱✵✶ ♠♠ à ✹✺ ♠♠✳ P❧✉s✐❡✉rs ♥✉❛♥❝❡s ❞✬❛❝✐❡rs✱ ❞✬❛❧❧✐❛❣❡s ❞❡ t✐t❛♥❡
❡t ❞✬❛❧✉♠✐♥✐✉♠ s♦♥t ❝♦♥❝❡r♥é❡s ♣❛r ❧❛ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ✐♥❞✉str✐❡❧❧❡✳ ▲❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts à
❝❤❛✉❞ s♦♥t ❡♥ r❡✈❛♥❝❤❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t s✐♠✐❧❛✐r❡s✳ ▲✬é❝r♦✉✐ss❛❣❡ ❡st ❢❛✐❜❧❡ ❡t ❡st s♦✉✈❡♥t s✉✐✈✐
❞✬✉♥ ❛❞♦✉❝✐ss❡♠❡♥t✳ ▲❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té à ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ m s♦♥t ❝♦♠✲
♣r✐s ❡♥tr❡ ✵✱✶ ❡t ✵✱✸✳ ❆✉ ❝♦✉rs ❞❡s ♣r♦❝é❞és✱ ❧❡s tr❛❥❡ts ❞❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t t❤❡r♠♦✲♠é❝❛♥✐q✉❡s
♣rés❡♥t❡♥t ❞❡s ♣r♦✜❧s ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥s très ❞✐✛ér❡♥ts✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ ♣❧❛❣❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧❛
tr✐❛①✐❛❧✐té ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s [−1, 0] ❡st r❡♣rés❡♥t❛t✐✈❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣r♦❝é❞és r❡❝❡♥sés✳
▲❡s ✈✐t❡ss❡s ❞❡ ❞é❢♦♠❛t✐♦♥ ✈❛r✐❡♥t ❞❡ ✵✱✵✶ à ✶✵ s−1✳ ▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ✈❛r✐❡♥t
❞❡ ✶✵ à ✶✵✵ ▼P❛✳
▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❞r❡ss❡ ✉♥ ❜✐❧❛♥ ❞❡s ét✉❞❡s ❡①✐st❛♥t❡s tr❛✐t❛♥t ❞❡ ❧❛ r❡❢❡r♠❡t✉r❡ ❞❡
♣♦r♦s✐té ❞❛♥s ❧❛ ❧✐tér❛t✉r❡✳ ■❧ ❡st ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❡①♣❧✐❝✐t❡s ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡s ♣❡r✲
♠❡tt❡♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① rés✉❧t❛ts q✉❛❧✐t❛t✐❢s q✉❛♥t ❛✉① ♣❛r❛♠ètr❡s ♣♦❝é❞és ✐♥✢✉❡♥ts
s✉r ❧❛ r❡❢❡r♠❡t✉r❡ ❞❡ ♣♦r♦s✐té✳ ❉❡s ét✉❞❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡s ❡♠♣✐r✐q✉❡s ♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ♣r♦♣♦sé
♣❧✉s✐❡✉rs ♠♦❞è❧❡s ❡t ❝r✐tèr❡s r❡❧❛t✐❢s à ❧❛ r❡❢❡r♠❡t✉r❡ ❞❡ ♣♦r♦s✐té✳ ■❧s s♦♥t ❡♥ ❣r❛♥❞❡ ♠❛✲
❥♦r✐té ❜❛sés s✉r ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❧❛ tr✐❛①✐❛❧✐té ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡t ❞❡ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✳
❊♥s✉✐t❡✱ ❧❡s ét✉❞❡s ♠✐❝r♦✲❛♥❛❧②t✐q✉❡s tr❛✐t❛♥t ❞❡ ❧❛ r❡❢❡r♠❡t✉r❡ ❞❡ ♣♦r♦s✐té s♦♥t ♣rés❡♥✲
té❡s✱ ❡t ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s q✉✐ ❡♥ ❞é❝♦✉❧❡♥t s♦♥t ❞é❝r✐ts✳ ▲❡✉rs ❤②♣♦t❤ès❡s s♦♥t ❞✐s✲
❝✉té❡s ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ✐♥❞✉str✐❡❧❧❡✳ ❯♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ✜♥❛❧❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
♠♦❞è❧❡s r❡❝❡♥sés ✭❡♠♣✐r✐q✉❡s✱ ❛♥❛❧②t✐q✉❡✱ ❡t s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐q✉❡✮ ❡st ♣r♦♣♦sé❡ s✉r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡
❞✬✐♥térêt ❞é✜♥✐ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡✳ ■❧ ❡st ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s♦♥t ❢♦rt❡♠❡♥t
r❡str✐❝t✐✈❡s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❣é♦♠étr✐❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❡ ♣♦r❡ ✭❣é♦♠étr✐❡ s♣❤ér✐q✉❡ ❡①❝❧✉✲
s✐✈❡♠❡♥t ❝♦♥s✐❞éré❡✮✱ ❡t ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦r♦s✐té ❡♥ ❝♦✉rs
❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❡ ❩❤❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❪ s❡♠❜❧❡ êtr❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❧❡
♣❧✉s ❛✈❛♥❝é✳
✻
✶✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
✶✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ♣r❡s❡♥ts ❛♥ ❡①t❡♥s✐✈❡ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt r❡❣❛r❞✐♥❣ st✉❞✐❡s ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ✈♦✐❞
❝❧♦s✉r❡ ✐♥ ❤♦t ♠❡t❛❧ ❢♦r♠✐♥❣✳ ■t ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥ t✇♦ s❡❝t✐♦♥s✳
❚❤❡ ✜rst s❡❝t✐♦♥ ❞❡❛❧s ✇✐t❤ ✐♥❞✉str✐❛❧ ✐ss✉❡s✳ ❚❤❡ ✐ss✉❡s ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡
t❤❡ ✈❛r✐❡t② ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧s✱ ♣r♦❝❡ss❡s ❛♥❞ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡s ♦❢ ✈♦✐❞s✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡
♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s t♦ ❞r❛✇ ❛ ❝❧❡❛r ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ❛♥❞ t♦
❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡✐r r❛♥❣❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳
❚❤❡ s❡❝♦♥❞ s❡❝t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❧✐t❡r❛t✉r❡ r❡❣❛r❞✐♥❣ st✉❞✐❡s ❛❜♦✉t
✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡✳ ◗✉❛❧✐t❛t✐✈❡ r❡s✉❧ts✱ ❛♥❞ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss❡❞✳ ❆♥
❡①t❡♥s✐✈❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❡①✐st✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❚❤❡✐r ❤②♣♦t❤❡s❡s
❛♥❞ ❛❜✐❧✐t② t♦ ♣r❡❞✐❝t ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡ ✐♥ ❛♥ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❝♦♥t❡①t ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞✳
✶✳✷ ■♥❞✉str✐❛❧ ✐ss✉❡s
❆ r❡✈✐❡✇ ♦❢ ✐♥❞✉str✐❛❧ ✐ss✉❡s ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳ ❆❧❧ ❞❛t❛ r❡❣❛r❞✐♥❣ ✐♥✐t✐❛❧ ♦❜s❡r✲
✈❛t✐♦♥s ♦❢ ♣♦r♦s✐t②✱ ♠❛t❡r✐❛❧s ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇❡r❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❛♥❞ ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ❞r❛✇ t❤❡ ❢r❛♠❡ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✇♦r❦✳
✶✳✷✳✶ ■♥✐t✐❛❧ ✈♦✐❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s
❍✐st♦r✐❝❛❧ ❛♥❞ r❡❝❡♥t st✉❞✐❡s r❡❣❛r❞✐♥❣ ✈♦✐❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ✐♥❞✉str✐❛❧
♣❛rt♥❡r✱ ❛♥❞ ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✳✶✳ ❚❤❡ ✈♦✐❞s ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✉s✐♥❣ ✉❧tr❛s♦♥✐❝ ✭❯❙✮
t❡st✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛♥❞ ✈✐s✉❛❧ ✐♥s♣❡❝t✐♦♥ ✭♠❡t❛❧❧♦❣r❛♣❤②✮✳
❙♦✉r❝❡ ■♥❣♦t t②♣❡ P♦s✳ ❙❤❛♣❡ ❉✐r❡❝t✐♦♥ ❙✐③❡ ✭♠♠✮ ❖❜s✳
❚✐♠❡t ∅✽✸✵×✷✵✵✵ ❛s✕❝❛st ❈❡♥t❡r ✕ ✕ ✵✳✵✶✕✵✳✶ ❱✐s✉❛❧
❆✉❜❡rt✫❉✉✈❛❧
✻✵✵×✻✵✵×✷✵✵✵
❛s✕❝❛st
❈❡♥t❡r ■♥t❡r❞❡♥❞r✐t✐❝ ✕ < ✹✺ ❯❙
■♠♣r♦s♦✉♥❞✶
✶✽✺×✶✽✺ ❛s✕❝❛st ❈❡♥t❡r ❊❧♦♥❣❛t❡❞ ❇✐❧❧❡t ❛①✐s ✺×✷✵ ❱✐s✉❛❧
✸✻✺×✷✻✺ ❛s✕❝❛st ✕ ❊q✉✐❛①❡❞ ✕ ✵✳✵✸ ❯❙
❆s❝♦♠❡t❛❧ ∅✺✵✵×✷✼✵✵ ❛s✕❝❛st ❈❡♥t❡r ❊❧♦♥❣❛t❡❞ ❱✕s❡❣r❡❣❛t❡ ✺×✷✺ ❱✐s✉❛❧
❈❘▼❈✷
✶✼✽❚ ❛s✕❝❛st ✕ ✕ ✕ <✹✵ ✕
✶✻✶❚ ❛s✕❢♦r❣❡❞ ❈❡♥t❡r P♦❧②❣♦♥❛❧ ✕ ✕ ✕
✷✳✻❚ ❛s✕❝❛st ✕ ✕ ❇✐❧❧❡t ❛①✐s ✸✕✼ × ✷✵ ❱✐s✉❛❧
✺✺✵×✺✺✵ ❢♦r❣❡❞ ✕ ■♥t❡r❞❡♥❞r✐t✐❝ ✕ ✶✕✷✵ ❱✐s✉❛❧
✺✺✵×✺✺✵ r♦❧❧❡❞ ✕ P♦❧②❣♦♥❛❧ ❇✐❧❧❡t ❛①✐s ✵✳✷✺×✵✳✶ ❱✐s✉❛❧
✺✺✵×✺✺✵ r♦❧❧❡❞ ✕ P♦❧②❣♦♥❛❧ ❊q✉✐❛①❡❞ ∅✵✳✽ ❱✐s✉❛❧
❈♦♥st❡❧❧✐✉♠ ✕ ❈❡♥t❡r ❊❧♦♥❣❛t❡❞ ❉✐✛✉s❡ ✵✳✶✕✵✳✼ ❯❙✱ µt♦♠♦
❚❛❜❧❡ ✶✳✶✿ ❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥❞✉str✐❛❧ ✈♦✐❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳
❯❧tr❛s♦♥✐❝ s❝❛♥♥✐♥❣ ❛❧❧♦✇s ❛ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❢❡❝ts ✐♥ t❤❡ ✇♦r❦♣✐❡❝❡✱ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥
♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ ✈♦✐❞ s✐③❡✳ ❋♦r t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥s ♦❢ ✈♦✐❞s✱ t❤❡ ✢❛t✲❜♦tt♦♠ ❤♦❧❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡
✐s ✉s❡❞✳ ❚❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ t♦ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ❛ ✢❛t✲
❜♦tt♦♠ ❤♦❧❡✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ s✐❣♥❛❧s ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈♦✐❞✬s ❞✐❛♠❡t❡r✳ ❚❤✐s
t❡❝❤♥✐q✉❡ s❤♦✇s ❛❝❝✉r❛t❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✈♦✐❞s t❤❛t ♣r❡s❡♥t ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② ✢❛t s❤❛♣❡ ✐♥
✶■♠♣r♦s♦✉♥❞ ✇❛s ❛ ❝♦♠♠♦♥ ✐♥❞✉str✐❛❧ ♣r♦❥❡❝t ❢r♦♠ t❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❈♦♠♠✐ss✐♦♥ t❤❛t ✇❛s s✉♣♣♦rt❡❞ ❜②
t❤❡ ❘❡s❡❛r❝❤ ❋✉♥❞ ❢♦r ❈♦❛❧ ❛♥❞ ❙t❡❡❧✱ s❡❡ ▲❧❛♥♦s ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✽❪✳
✷❈❘▼❈ st❛♥❞s ❢♦r ❈❡♥tr❡ ❞❡ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡s ▼❛tér✐❛✉① ❞✉ ❈r❡✉s♦t✱ ❛♥❞ ✐♥❝❧✉❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ■♥✲
❞✉st❡❡❧ ❛♥❞ ❈r❡✉s♦t ❋♦r❣❡✳
✼
❈❤❛♣t❡r ✶ ❙t❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt
t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ ✉❧tr❛s♦♥✐❝ ✇❛✈❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❜❡❝♦♠❡s r❛t❤❡r
❧✐♠✐t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❣❡♦♠❡tr✐❡s✱ s✉❝❤ ❛s t♦rt✉♦✉s ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡s ♦r ❝❧✉st❡r
♦❢ ✈♦✐❞s✳
❆ ♣r❡❝✐s❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ❡①❛♠✐♥❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ♠❡t❛❧❧♦❣r❛♣❤②✳ ❊①❝❡❧❧❡♥t r❡s✲
♦❧✉t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛❞❡q✉❛t❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❡q✉✐♣♠❡♥t ✭✐✳❡✳ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡✮✳ ❚❤❡
♠❛✐♥ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s t❤❛t ✐t ✐s ❞❡str✉❝t✐✈❡✱ ❛♥❞ t❤❛t ♦♥❧② ✷❉ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s
♦❜t❛✐♥❡❞✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡✳
❋r♦♠ ❛❧❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✳✶✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ st❛t❡❞ t❤❛t ✈♦✐❞s ❛r❡ ♠♦st❧② ❧♦❝❛t❡❞
❛t t❤❡ ❝♦r❡ ♦❢ ✐♥❣♦ts ✭❝❡♥tr❛❧ ❛①✐s✮✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ s❡✈❡r❛❧ ❝❛s❡s✱ ❤✐❣❤❡r ✈♦✐❞ ❞❡♥s✐t✐❡s ❛r❡
❛❧s♦ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ✉♣♣❡r ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ✐♥❣♦t✱ ❛t t❤❡ ❤❡❛❞ ✭✐✳❡✳ ❢❡❡❞❡r✮✱ ♦r ❛t t❤❡ ❢♦♦t ♦❢ t❤❡
✐♥❣♦t✳
❋r♦♠ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ✈♦✐❞ s❤❛♣❡s ❛r❡ r❛t❤❡r ❝♦♠♣❧❡①✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❛♥❣✉❧❛r
✭❛ss✉♠❡❞ ♣♦❧②❣♦♥❛❧✮✱ ❛♥❞ ♠❛② s♦♠❡t✐♠❡s ❡✈❡♥ ♣r❡s❡♥t ❛♥ ✐♥t❡r❞❡♥❞r✐t✐❝ str✉❝t✉r❡✱ t②♣✐❝❛❧
❢r♦♠ s❤r✐♥❦❛❣❡ ❡✛❡❝t ❞✉r✐♥❣ ❝♦♦❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✐♥❣♦ts✳ ▼❛♥② ♦❜s❡r✈❡❞ ✈♦✐❞s ✇❡r❡ ❡❧♦♥❣❛t❡❞ ✐♥
t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜✐❧❧❡t ❛①✐s✱ ♦r ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❱✲s❡❣r❡❣❛t❡s✳
❚❤❡ s✐③❡ ♦❢ ✈♦✐❞s ✐s r❛t❤❡r ❞✐s♣❡rs❡✳ ❚✐♥② ✈♦✐❞s ✇✐t❤ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❞✐❛♠❡t❡r [10, 30]µm
✇❡r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛t ❚✐♠❡t ♦♥ ❚✐✲❛❧❧♦②s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♥ t❤❡ ■♠♣r♦s♦✉♥❞✶ r❡♣♦rt ▲❧❛♥♦s ❡t ❛❧✳
❬✷✵✵✽❪ ♦♥ st❡❡❧s✳ ▲❛r❣❡r ✈♦✐❞s✱ ✉♣ t♦ ✹✵ ♠♠✱ ✇❡r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛r❣❡st ✐♥❣♦ts ✭❛t
❈❘▼❈✷ ❛♥❞ ❆✉❜❡rt✫❉✉✈❛❧✮✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❆✉❜❡rt✫❉✉✈❛❧✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣
❯❙ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♠❛② ❛❝t✉❛❧❧② r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ❛♥ ❛r❡❛ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛ ❝❧✉st❡r ♦❢ s♠❛❧❧
✈♦✐❞s✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ s✐③❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ [0.2, 1] ♠♠✳
✶✳✷✳✷ ▼❛t❡r✐❛❧s
❚❤❡ ❛❧❧♦②s t❤❛t ❛r❡ ♠❛✐♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ r❡❣❛r❞✐♥❣ ✐♥❞✉str✐❛❧ ✐ss✉❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✳✷✳
❱❛r✐♦✉s ❣r❛❞❡s ♦❢ st❡❡❧s ✇❡r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t✇♦ ❣r❛❞❡s ♦❢ t✐t❛♥✐✉♠ ❛❧❧♦②s ❛♥❞ t❤r❡❡
❣r❛❞❡s ♦❢ ❛❧✉♠✐♥✐✉♠ ❛❧❧♦②s✳
❆♠♦♥❣ ❛❧❧ ♠❛t❡r✐❛❧s✱ ♦♥❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❧❛✇ ✇❛s s❡❧❡❝t❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❛rt♥❡r✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
❝♦♠♠♦♥ ❛❣r❡❡♠❡♥ts✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡t ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
✇✐t❤✐♥ ✐♥❞✉str✐❛❧ ✐ss✉❡s✳ ❚❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❧❛✇s ❛r❡ ✈✐s❝♦✲♣❧❛st✐❝ ✇✐t❤ str❛✐♥ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ✭♣♦✇❡r✲
❧❛✇✮✱ ♦r ✇✐t❤ str❛✐♥ ❤❛r❞❡♥✐♥❣✕s♦❢t❡♥✐♥❣ ✭❍❛♥s❡❧✲❙♣✐tt❡❧✱ ●◆❍❇✲t②♣❡✮✳ ❋♦r t❤❡ ❚✐✲❛❧❧♦②✱
t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✐s ❣✐✈❡♥ ✉s✐♥❣ t❛❜✉❧❛t❡❞ ❝✉r✈❡s ✭♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✮✳
❙♦✉r❝❡ ▼❛t❡r✐❛❧s
❚✐♠❡t ❚✐✲❛❧❧♦②✶✱ ❚✐✲❛❧❧♦②✷
❆✉❜❡rt✫❉✉✈❛❧ ❙t❡❡❧✶✵✱ ❙t❡❡❧✶✶✱ ❙t❡❡❧✶✷✱ ❙t❡❡❧✶✸✱ ❙t❡❡❧✶✹
❆s❝♦♠❡t❛❧ ❙t❡❡❧✷✵✱ ❙t❡❡❧✷✶✱ ❙t❡❡❧✷✷✱ ❙t❡❡❧✷✸✱ ❙t❡❡❧✷✹
■♥❞✉st❡❡❧ ❙t❡❡❧✸✵
❈r❡✉s♦t ❋♦r❣❡ ❙t❡❡❧✹✵
❈♦♥st❡❧❧✐✉♠ ❆❧✲❛❧❧♦②✶✱ ❆❧✲❛❧❧♦②✷✱ ❆❧✲❛❧❧♦②✸
❚❛❜❧❡ ✶✳✷✿ ❆✛❡❝t❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧s ❛♥❞ t❤❡✐r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t②♣❡ ♦❢ ❝❛st✐♥❣ ✭❡①❛❝t ❣r❛❞❡s ❛r❡ ♥♦t
❣✐✈❡♥ ❤❡r❡ ❢♦r ❝♦♥✜❞❡♥t✐❛❧ r❡❛s♦♥s✮✳
❋r♦♠ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ✢♦✇ str❡ss ✈❛❧✉❡s ♣r❡s❡♥t ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡
❢♦r ❛❧❧ ♠❛t❡r✐❛❧s✱ ❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✶✳
❙tr❛✐♥ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦✉r
▼❛t❡r✐❛❧ ❧❛✇s ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✶ ♣r❡s❡♥t r❛t❤❡r ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s str❛✐♥ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❙t❡❡❧✶✵✱
✷✵✱ ✸✵ ❛♥❞ ❆❧✲❛❧❧♦②✶ ❡①❤✐❜✐t ♠♦♥♦t♦♥♦✉s ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡s✱ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ❚❤❡
✽
✶✳✷ ■♥❞✉str✐❛❧ ✐ss✉❡s
❝❛s❡ ♦❢ ❙t❡❡❧✹✵ ♣r❡s❡♥ts ❛ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ str❛✐♥ ❤❛r❞❡♥✐♥❣✱ ❜✉t ✐t ✐s ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ s♦❢t❡♥✐♥❣
❜❡❤❛✈✐♦✉r ❛❢t❡r ❛ ❝❡rt❛✐♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❝✉♠✉❧❛t❡❞ str❛✐♥✳ ❚❤❡ s♦❢t❡♥✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✐s ❛❧s♦ ❛
t②♣✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ ❚✐✲❛❧❧♦②s✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❚✐✲❛❧❧♦②✶✱ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✢♦✇ str❡ss
✐s r❡❛❝❤❡❞ ❛t ❛ ✈❡r② ❡❛r❧② st❛❣❡ ♦❢ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ s❧✐❣❤t❧② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ s♦❢t❡♥✐♥❣
❜❡❤❛✈✐♦✉r✳
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Steel20 (Ascometal)
Al-alloy1 (Constellium)
Ti-alloy1 (Timet)
Steel10 (A&D)
Steel30 (Industeel)
Steel40 (Creusot Forge)
✭❛✮ ˙¯ε = 0.01 s−1
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✭❜✮ ˙¯ε = 0.1 s−1
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✭❝✮ ˙¯ε = 1 s−1
❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✿ ❙tr❡ss✲str❛✐♥ ❝✉r✈❡s ♦❢ s❡❧❡❝t❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧s ❛t ✇♦r❦✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ❢♦r ✈❛r✐♦✉s
str❛✐♥✲r❛t❡ ✈❛❧✉❡s✳
▼❛t❡r✐❛❧s✬ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ t♦ str❛✐♥✲r❛t❡
❚❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ t♦ str❛✐♥✲r❛t❡ ✈❛r✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❋r♦♠ ❋✐❣✳ ✶✳✶✱ t❤❡ str♦♥❣❡st
❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❢♦r t❤❡ ❚✐✲❛❧❧♦②✶✳ ■ts ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✢♦✇ str❡ss ✐♥❝r❡❛s❡s ❜② ❛
❢❛❝t♦r ✸✳✺ ❜❡t✇❡❡♥ ❝❛s❡s ✭❛✮ ❛♥❞ ✭❝✮✳ ❚❤❡ s♠❛❧❧❡st ✐♥✢✉❡♥❝❡ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢
❆❧✲❛❧❧♦②✶ ❛♥❞ ❙t❡❡❧✶✵✳
✶✳✷✳✸ Pr♦❝❡ss❡s
❋r♦♠ ❡❛❝❤ ✐♥❞✉str✐❛❧ ♣❛rt♥❡r✱ ♦♥❡ t②♣✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss ✇❛s ❝❤♦s❡♥✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❤❡r❡ ✐s t♦
♣r❡❝✐s❡❧② ✉♥❞❡rst❛♥❞ ✇❤❛t ♠❛t❡r✐❛❧ ✉♥❞❡r❣♦❡s ✐♥ ❡❛❝❤ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♣r♦❝❡ss✱ ❛♥❞ t♦ ❞r❛✇
❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡r♠♦✲♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ✇❛s ♠❛❞❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦
♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❞✐✈❡rs✐t② ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✐♥❣♦t ❣❡♦♠❡tr②✱ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♣r♦❝❡ss✳
■♥ t♦t❛❧✱ s✐① ✐♥❞✉str✐❛❧ ❝❛s❡s ✭✐♥❣♦t ✰ ♣r♦❝❡ss✮ ✇❡r❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t
s♦❢t✇❛r❡ ❋❖❘●❊ ❬✷✵✶✶❪✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❡①✐st✐♥❣ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ✐s ❜r✐❡✢②
❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛t t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ s❝❛❧❡✱ ✉s✐♥❣
✈♦✐❞✲❢r❡❡ ✐♥❣♦ts✿
✕ ❋♦r❣✐♥❣ ♦❢ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ✐♥❣♦t ❜❡t✇❡❡♥ ❤❛♠♠❡r ❛♥❞ ✢❛t ❞✐❡s ❛t ❚✐♠❡t✳
✕ ❋♦r❣✐♥❣ ♦❢ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ✐♥❣♦t ❜❡t✇❡❡♥ ❤❛♠♠❡r ❛♥❞ ✢❛t ❞✐❡s ❛t ■♥❞✉st❡❡❧✳
✕ ❋♦r❣✐♥❣ ♦❢ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ✐♥❣♦t ❜❡t✇❡❡♥ ❱✲s❤❛♣❡❞ ❞✐❡s ❛t ❈r❡✉s♦t ❋♦r❣❡✳
✕ ■♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❝♦❣❣✐♥❣ ♦❢ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ✐♥❣♦t ❛t ❆✉❜❡rt✫❉✉✈❛❧✳
✕ ❘♦❧❧✐♥❣ ♦❢ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❜❧♦♦♠ ❛t ❆s❝♦♠❡t❛❧✳
✕ ❘♦❧❧✐♥❣ ♦❢ ♣❧❛t❡ ❛t ❈♦♥st❡❧❧✐✉♠✳
✾
❈❤❛♣t❡r ✶ ❙t❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt
❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❢♦r❣✐♥❣ ✭■♥❞✉st❡❡❧✱ ❈r❡✉s♦t ❋♦r❣❡✮✱ r♦❧❧✐♥❣ ✭❆s❝♦♠❡t❛❧✮ ❛♥❞ ✐♥❝r❡✲
♠❡♥t❛❧ ❝♦❣❣✐♥❣ ✭❆✉❜❡rt✫❉✉✈❛❧✮ ✇❡r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛t ❈❡♠❡❢ ✉s✐♥❣ ❋❖❘●❊❘©✳ ■♥♣✉t ❞❛t❛
✇❡r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❡❛❝❤ ♣❛rt♥❡r✳ ❚❤❡ ❢♦r❣✐♥❣ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r ❚✐♠❡t ❛♥❞ t❤❡ ♣❧❛t❡ r♦❧❧✐♥❣
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r ❈♦♥st❡❧❧✐✉♠ ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥✲❤♦✉s❡ ✉s✐♥❣ ❉❊❋❖❘▼ ❛♥❞ ▲❆▼✸✱ r❡s♣❡❝✲
t✐✈❡❧②✳ ❋✐❣✳ ✶✳✷ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❞✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❣❡♦♠❡tr✐❡s ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss❡s t❤❛t ❛r❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡
❝✉rr❡♥t ❢r❛♠❡✇♦r❦✳
❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✿ ■♥❣♦t ❣❡♦♠❡tr✐❡s ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss ♦✈❡r✈✐❡✇ ❢♦r ✭❛✮ ❢♦r❣✐♥❣ ❛t ❈r❡✉s♦t ❋♦r❣❡✱ ✭❜✮
r♦❧❧✐♥❣ ❛t ❆s❝♦♠❡t❛❧✱ ✭❝✮ ❢♦r❣✐♥❣ ❛t ■♥❞✉st❡❡❧✱ ✭❞✮ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❝♦❣❣✐♥❣ ❛t
❆✉❜❡rt✫❉✉✈❛❧✳
❆❧❧ ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ ♠✉❧t✐✲♣❛ss ♣r♦❝❡ss❡s✱ ❛♥❞ ❧❡❛❞ t♦ ❧♦♥❣ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡s✳ ❚❤❡② ✇✐❧❧
♥♦t ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❢✉rt❤❡r ❞❡t❛✐❧s ❢♦r t✇♦ ♠❛✐♥ r❡❛s♦♥s✳ ❋✐rst✱ ♠♦st ✐♥❞✉str✐❛❧ ❞❛t❛
✭✇♦r❦♣✐❡❝❡ ❣❡♦♠❡tr✐❡s✱ ♣❛ss ❞❡♣t❤s✱ ✇♦r❦✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✮ ❛r❡ str✐❝t❧② ❝♦♥✜❞❡♥t✐❛❧ ❞❛t❛✳
❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡s❡ ❞❛t❛ ✇♦✉❧❞✱ ✐♥ ❢❛❝t✱ ♥♦t ❜r✐♥❣ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ❢✉rt❤❡r ❞✐s❝✉ss✐♦♥✱
s✐♥❝❡ t❤❡ ❝r✉❝✐❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❧♦❝❛❧ t❤❡r♠♦✲♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ st❛t❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✇✐❧❧ t❤✉s ❜❡ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ ❧♦❝❛❧ ❧♦❛❞✐♥❣ ♣❛t❤s✳
❚♦ ♦❜t❛✐♥ s✉❝❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♣♦✐♥t tr❛❝❦✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✇❛s ✉s❡❞✳ ❚❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡
❡♥❛❜❧❡s t❤❡r♠♦✲♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ✜❡❧❞s t♦ ❜❡ r❡❝♦r❞❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣r♦❝❡ss✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥
♣♦✐♥t ❛t ❡✈❡r② ✐♥❝r❡♠❡♥t st❡♣✳ ❚❤❡ ✜❡❧❞ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❝♦♠♣✉t❡❞
❛t ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts✳ ❚❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ❛❝t✉❛❧✐③❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ ❛t ❡❛❝❤
✐♥❝r❡♠❡♥t st❡♣✳
✶✳✷✳✹ ❚❤❡r♠♦✲♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❧♦❝❛❧ ❧♦❛❞✐♥❣s
❋♦r ❡❛❝❤ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❝❛s❡✱ s❡✈❡r❛❧ ♣♦✐♥ts ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✇❡r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✇♦r❦♣✐❡❝❡s✳ ❈❡♥t❡r❧✐♥❡
♣♦s✐t✐♦♥s ✇❡r❡ ❝❤♦s❡♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✐♥✐t✐❛❧ ✈♦✐❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✭❚❛❜❧❡ ✶✳✶✮✳ ❚❤❡ ♣♦✐♥ts ✇❡r❡
t❤❡♥ tr❛❝❦❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ♠✉❧t✐✲♣❛ss ♣r♦❝❡ss ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ t❤❡r♠♦✲♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧
❧♦❛❞✐♥❣ ♣❛t❤s✳ ❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ str❛✐♥✲r❛t❡✱ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ✈♦♥ ▼✐s❡s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t str❡ss ❛♥❞
str❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t② r❛t✐♦ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳
✶✵
✶✳✷ ■♥❞✉str✐❛❧ ✐ss✉❡s
❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ str❛✐♥✲r❛t❡
❋♦r t❤❡ ❢♦✉r ♣r♦❝❡ss❡s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣ ✶✳✷✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ str❛✐♥✲r❛t❡ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❢♦r ❛ ❝r♦ss✲
s❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✸✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ str❛✐♥✲r❛t❡ ✈❛❧✉❡s ✭❣✐✈❡♥ ✐♥ ❧♦❣✲s❝❛❧❡✮ str♦♥❣❧② ✈❛r②
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❢♦✉r ♣r❡s❡♥t❡❞ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ■♥ ❋✐❣✳ ✶✳✹✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡s r❡❝♦r❞❡❞ ✉s✐♥❣ ♣♦✐♥t tr❛❝❦✐♥❣
❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ❢♦r ❛❧❧ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❚❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ [0.001, 0.1] s−1 ❢♦r ❢♦r❣✐♥❣
♣r♦❝❡ss❡s✱ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [0.1, 1] s−1 ❢♦r ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❝♦❣❣✐♥❣✱ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [1, 10] s−1
❢♦r r♦❧❧✐♥❣✳
▲❡t ✉s ♥♦✇ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ❝✉r✈❡✳ ❋♦r t❤❡ ❝❛s❡s ♦❢ ❢r❡❡ ❢♦r❣✐♥❣
✭■♥❞✉st❡❡❧✱ ❚✐♠❡t✮✱ ❡❛❝❤ str♦❦❡ ✐♥❞✉❝❡s ❛ r❛♣✐❞ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ str❛✐♥✲r❛t❡✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞
❜② ❛ r❛t❤❡r ❝♦♥st❛♥t ✈❛❧✉❡✱ t❤❡♥ ❛ ❜r✉t❛❧ st♦♣✳ ❚❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♠❛✐♥❧② ✉♥❞❡r❣♦❡s ❛ q✉❛s✐
st❡❛❞② ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ✇❤♦❧❡ str♦❦❡ ❞✉r❛t✐♦♥✱ ✇✐t❤ ❛ str❛✐♥✲r❛t❡ ❛r♦✉♥❞ 0.01 s−1✳
■♥ t❤❡ ❝❛s❡s ♦❢ r♦❧❧✐♥❣ ✭❆s❝♦♠❡t❛❧✱ ❈♦♥st❡❧❧✐✉♠✮✱ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✉♥❞❡r❣♦❡s ♠♦r❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s
str❛✐♥✲r❛t❡ ♣r♦✜❧❡s✳ ❚❤❡ ❧♦❝❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡s t❤❡♥ ❞❡❝❡❧❡r❛t❡s✱ ❜② ♣❛ss✐♥❣ t❤r♦✉❣❤
t❤❡ r♦❧❧✐♥❣ ❝②❧✐♥❞❡rs✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ♦❢ str❛✐♥✲r❛t❡ ✐s ❤✐❣❤❡r✱ ❛r♦✉♥❞ 5 s−1✳
❚❤❡ str❛✐♥✲r❛t❡ ♣r♦✜❧❡ ❢♦r ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❝♦❣❣✐♥❣ ♣r❡s❡♥ts ❝♦♠♠♦♥ ❛s♣❡❝ts ✇✐t❤ r♦❧❧✐♥❣ ❛♥❞
❢♦r❣✐♥❣✱ ✐✳❡✳ ❛ s❧✐❣❤t ✐♥❝r❡❛s❡ ❛♥❞ ❛ ❜r✉t❛❧ st♦♣✳ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ str❛✐♥✲r❛t❡ ✐s ❛❜♦✉t
0.5 s−1✳
■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❢♦r❣✐♥❣ ❛t ❈r❡✉s♦t ❋♦r❣❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♣r❡s❡♥t r❛t❤❡r ❝♦♠♣❧❡① ❡✈♦❧✉t✐♦♥s✳
❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ str❛✐♥✲r❛t❡ ✭❛❜♦✉t 5.10−3 s−1✮ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❧♦✇❡st ✈❛❧✉❡s ♦✈❡r ❛❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
❝❛s❡s✳
❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✿ ▼❛♣s ♦❢ str❛✐♥✲r❛t❡ ❢♦r t❤❡ ❢♦✉r ♣r♦❝❡ss❡s ✇✐t❤ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s ❛t t❤❡ ❝♦r❡ ♦❢ ❡❛❝❤
✇♦r❦♣✐❡❝❡✱ ✐♥ ❧♦❣✲s❝❛❧❡✿ ✭❛✮ ❢♦r❣✐♥❣ ❛t ❈r❡✉s♦t ❋♦r❣❡✱ ✭❜✮ r♦❧❧✐♥❣ ❛t ❆s❝♦♠❡t❛❧✱
✭❝✮ ❢♦r❣✐♥❣ ❛t ■♥❞✉st❡❡❧ ❛♥❞ ✭❞✮ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❝♦❣❣✐♥❣ ❛t ❆✉❜❡rt✫❉✉✈❛❧✳
✶✶
❈❤❛♣t❡r ✶ ❙t❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt
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Bar rolling Ascometal
Plate rolling Constellium
Forging Timet
Incr. cogging A&D
Forging Industeel
Forging Creusot Forge
❋✐❣✉r❡ ✶✳✹✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t str❛✐♥✲r❛t❡ ♦❢ ❛ ❝❡♥t❡r❧✐♥❡ ♣♦✐♥t tr❛❝❦❡❞ ❞✉r✐♥❣ ♠✉❧t✐✲
♣❛ss ♣r♦❝❡ss❡s✳
❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
▲❡t ✉s ♥♦✇ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞✉r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ✇❡r❡ ♦❜✲
t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣♦✐♥t tr❛❝❦✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✱ ❛♥❞ ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✺✳
❚❤❡ ✜❣✉r❡ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ s❧✐❣❤t❧② ✐♥❝r❡❛s❡s ❞✉❡ t♦ s❡❧❢ ❤❡❛t✐♥❣ ❞✉r✐♥❣ ❡❛❝❤ ❞❡✲
❢♦r♠❛t✐♦♥ str♦❦❡✴♣❛ss✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤❡st t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐s ❛❜♦✉t ✶✵◦❈✳ ❆ ❢❡✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
❞r♦♣s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞✱ s✉❝❤ ❛s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❝♦❣❣✐♥❣ ✭❆✉❜❡rt✫❉✉✈❛❧✮ ❛t
0.27 ❛♥❞ 0.6 str❛✐♥✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ ♥❛t✉r❛❧ ❧♦ss ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦♣✐❡❝❡ ✭❤❡❛t tr❛♥s✲
❢❡r ✇✐t❤ ❞✐❡s ❛♥❞ ✇✐t❤ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ❛✐r✮✳ ❚❤✐s ❡✛❡❝t ❝❛♥ ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣
❞r♦♣ ❞♦❡s ♥♦t ❡①❝❡❡❞ ✷◦❈✳
◆♦♠✐♥❛❧ ✇♦r❦✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❛r❡ t②♣✐❝❛❧ ❢♦r ❤♦t ❢♦r♠✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ✐✳❡✳ ❛r♦✉♥❞ ✶✶✵✵◦C
❢♦r ❚✐✲❛❧❧♦②s✱ ❛r♦✉♥❞ ✶✷✵✵◦C ❢♦r st❡❡❧s ❛♥❞ ❛r♦✉♥❞ ✹✺✵◦C ❢♦r ❆❧✲❛❧❧♦②s✳ ❚❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s
✐♥❝r❡❛s❡s ❛♥❞ ❞r♦♣s ♠❛② t❤✉s ❜❡ ✐♥s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✇♦r❦♣✐❡❝❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✳
■s♦t❤❡r♠❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ ❛ss✉♠❡❞✳
❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✈♦♥ ▼✐s❡s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t str❡ss
❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ✈♦♥ ▼✐s❡s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t str❡ss ❛r❡ ❞r✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✬s ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❧❛✇ ✭♣r❡✲
✈✐♦✉s❧② ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✶✮ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ r❡❛❧ ♣r♦❝❡ss ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥
❋✐❣s✳ ✶✳✹ ❛♥❞ ✶✳✺✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✻✳ ❚❤❡② ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣
t❤❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t tr❛❝❦✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❢♦r str❛✐♥✲r❛t❡ ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛✲
t✉r❡✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ✈♦♥ ▼✐s❡s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t str❡ss ✈❛r② ✇✐t❤ ❛ ❢❛❝t♦r ❛❜♦✉t ✸ ❜❡t✇❡❡♥ ❢♦r❣✐♥❣
♣r♦❝❡ss❡s ✭❧♦✇❡st ✈❛❧✉❡s✮ ❛♥❞ r♦❧❧✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s ✭❤✐❣❤❡st ✈❛❧✉❡s✮✳ ❚❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t str❡ss ❢♦r
✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❝♦❣❣✐♥❣ ✐s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❛s❡s✳ ❙✐♠✐❧❛r ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡s ❝❛♥ ❜❡
♦❜s❡r✈❡❞ ❛s t❤❡ ♦♥❡s ❢♦r str❛✐♥✲r❛t❡✳ ❚❤❡ ❢♦r❣✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥❞✉❝❡ r❛t❤❡r st❡❛❞② ✈❛❧✉❡s
✇✐t❤ ❜r✉t❛❧ ❞❡❝r❡❛s❡✱ ✇❤✐❧❡ r♦❧❧✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥❞✉❝❡ s♠♦♦t❤❡r ❝✉r✈❡s✳
✶✷
✶✳✷ ■♥❞✉str✐❛❧ ✐ss✉❡s
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✻✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✈♦♥ ▼✐s❡s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t str❡ss ♦❢ ❛ ❝❡♥t❡r❧✐♥❡ ♣♦✐♥t tr❛❝❦❡❞ ❞✉r✐♥❣
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s✳
✶✸
❈❤❛♣t❡r ✶ ❙t❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt
❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ str❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t② r❛t✐♦
❚❤❡ str❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t② r❛t✐♦ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❡❛♥ str❡ss σm ✭♦r t❤❡
✐s♦st❛t✐❝ ♣r❡ss✉r❡ p✮ ❛♥❞ t❤❡ ✈♦♥ ▼✐s❡s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t str❡ss σ¯✱ s✉❝❤ t❤❛t✿
TX =
σm
σ¯
=
−p
σ¯
. ✭✶✳✶✮
❚❤❡ r❛t✐♦ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ❢♦r t❡♥s✐❧❡ st❛t❡✱ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❢♦r ❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ st❛t❡✳ ❚❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r
✈❛❧✉❡ TX = 13 ❞❡s❝r✐❜❡s ✉♥✐❛①✐❛❧ t❡♥s✐♦♥ ❛♥❞ TX = −13 ✉♥✐❛①✐❛❧ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✳ ❲❤❡♥
TX ≈ 0✱ s❤❡❛r✐♥❣ str❡ss❡s ❛r❡ ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t✳
■♥ ❋✐❣✳ ✶✳✼✱ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ str❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t② r❛t✐♦ ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ✈❡rs✉s ❝✉♠✉❧❛t❡❞ ❡q✉✐✈✲
❛❧❡♥t str❛✐♥✳ ❚❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ✇❛s ♠❛❞❡ ❛s ✐t ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦❢ str❡ss
tr✐❛①✐❛❧✐t② r❛t✐♦ ✇✐t❤ ❝✉♠✉❧❛t❡❞ str❛✐♥ ✐s ❡❛s② t♦ ✈✐s✉❛❧✐③❡ ✭✉s✐♥❣ t❤❡ ❛r❡❛ ✉♥❞❡r t❤❡ ❝✉r✈❡✮✳
❚❤✐s ✐♥t❡❣r❛❧ ✐s ♦❢t❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛s ❛♥ ✐♥❞✐❝❛t♦r ❢♦r ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡ ❚❛♥❛❦❛ ❡t ❛❧✳
❬✶✾✽✻❪✱ ◆❛❦❛s❛❦✐ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✻❪✱ ▲❧❛♥♦s ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✽❪✳ ■t ♠✐❣❤t ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ✜rst ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
♦❢ ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡ ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❧❛t❡r ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❢✉rt❤❡r ❝r✐t❡r✐❛✳
❚❤❡ ❝✉r✈❡s ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✼ ❡①❤✐❜✐t ❛ ❢❡✇ ✐s♦❧❛t❡❞ ❡①tr❡♠❡ ✈❛❧✉❡s✳ ❲❤❡♥ ✐s♦❧❛t❡❞✱ t❤❡s❡
❡①tr❡♠❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ str❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t② r❛t✐♦ ❤❛✈❡ ♥♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♠♣❛❝t ♦♥ ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡✱ ❛s t❤❡
✈♦✐❞ ❞♦❡s ♥♦t ✉♥❞❡r❣♦ ❛♥② ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛t t❤✐s ✐♥st❛♥t✳ ❚❤❡ s❤❛r♣ ♣❡❛❦s ❝❛♥ t❤✉s ❜❡ s✐♠♣❧②
✐❣♥♦r❡❞✳
❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡ ❛r❡❛ ✉♥❞❡r ❝✉r✈❡ ♣r♦✲
✈✐❞❡s ❛♥ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❢❛✈♦r❛❜❧❡ ❢♦r ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡✱ ♦r ♥♦t✳ ◆❡❣❛t✐✈❡
❛r❡❛s ❛r❡ ❢❛✈♦r❛❜❧❡ ❢♦r ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡✳
■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝❤❛♣t❡r✱ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ ❋✐❣✳ ✶✳✼ ✐s ♦♥❧② t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ♠❡✲
❝❤❛♥✐❝❛❧ ❧♦❛❞✐♥❣ ♣❛t❤s t❤❛t ♠❛② ❜❡ ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❝♦♥s♦rt✐✉♠✳ ❆♥
❡①t❡♥s✐✈❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ❡❛❝❤ ♣r♦❝❡ss ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ r❡❧❡✈❛♥t ❤❡r❡✱
❛s t❤❡ ❝r✐t❡r✐❛ ✇❛s ♥♦t ②❡t ❝❧❡❛r❧② ❞❡✜♥❡❞✱ ❛♥❞ ♠❛② ✐♥ ❢❛❝t ❜❡ ✐♥s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❛❝❝✉r❛t❡❧②
♣r❡❞✐❝t ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡ ✭❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✮✳
◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❋✐❣✳ ✶✳✼ s❤♦✇s ❣r❡❛t ✐♥t❡r❡st t♦ s❡t t❤❡ r❛♥❣❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✇✐t❤✐♥ t❤✐s st✉❞②✳
❋♦r ❢♦r❣✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s ✭■♥❞✉st❡❡❧✱ ❈r❡✉s♦t ❋♦r❣❡✮ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♣r❡s❡♥ts ❛ r❛t❤❡r s♠♦♦t❤
❞❡❝r❡❛s❡ ❛♥❞ ♠♦st❧② r❡♠❛✐♥s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ [−0.7,−0.5]✳ ❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ str❡ss tr✐❛①✲
✐❛❧✐t② r❛t✐♦ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♣❧❛t❡ r♦❧❧✐♥❣ ✭❈♦♥st❡❧❧✐✉♠✮ r❡❛❝❤❡s s✐♠✐❧❛r ✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧
[−0.7,−0.5]✳ ❚❤❡s❡ t❤r❡❡ ❝❛s❡s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡s ♣r♦✈✐❞✐♥❣ t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♣r❡ss✐✈❡
st❛t❡s✳
❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ TX ❢♦r ❜❛r r♦❧❧✐♥❣ ✭❆s❝♦♠❡t❛❧✮ ✐s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ ♣❧❛t❡ r♦❧❧✐♥❣
✭❈♦♥st❡❧❧✐✉♠✮✱ st❛rt✐♥❣ ❛♥❞ ❡♥❞✐♥❣ ✇✐t❤ ✈❡r② ❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ st❛t❡s✱ ❛♥❞ ♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ r❛t❤❡r
❝♦♥st❛♥t ✈❛❧✉❡ ♦✈❡r t❤❡ ♠❛✐♥ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ r❛♥❣❡✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❜❛r r♦❧❧✐♥❣
✭❆s❝♦♠❡t❛❧✮ ♣r❡s❡♥ts ❧❡ss ❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ st❛t❡s✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐❝✐♥❣ t❤❛t t❤❡ t❤✐r❞ ♣❛ss
♣r❡s❡♥ts ♠♦r❡ ❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ ✈❛❧✉❡s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ t✇♦ ♣r❡✈✐♦✉s ♦♥❡s ❛r❡ r❛t❤❡r t❡♥s✐❧❡✳ ❚❤❡
✈❛❧✉❡s r❡♠❛✐♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ −13 < TX < 13 ✳
❚❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❝♦❣❣✐♥❣ ✭❆✉❜❡rt✫❉✉✈❛❧✮ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✈❛r✐❛✲
t✐♦♥s✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ −13 < TX < 13 ❛s ✇❡❧❧✳ ❍✐❣❤❡r
✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❜r✐❡✢② r❡❛❝❤❡❞✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ✈❡r② t❡♥s✐❧❡ st❛t❡s ❢♦r s❡✈❡r❛❧ str♦❦❡s ✭TX > 13✮✳
✶✹
✶✳✷ ■♥❞✉str✐❛❧ ✐ss✉❡s
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✼✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ str❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t② r❛t✐♦ ♦❢ ❛ ❝❡♥t❡r❧✐♥❡ ♣♦✐♥t tr❛❝❦❡❞ ❞✉r✐♥❣ s✐♠✉❧❛✲
t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s✳
✶✺
❈❤❛♣t❡r ✶ ❙t❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt
✶✳✷✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s
■♥❞✉str✐❛❧ ✐ss✉❡s ✇❡r❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✐♥✐t✐❛❧ ✈♦✐❞ st❛t❡s✱ ♠❛t❡r✐❛❧s ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss ❝♦♥✲
❞✐t✐♦♥s✳ ■t ✇❛s ❢♦✉♥❞ ♦✉t t❤❛t✿
• ■♥✐t✐❛❧ ✈♦✐❞ ❣❡♦♠❡tr✐❡s ♣r❡s❡♥t ❝♦♠♣❧❡① s❤❛♣❡s✱ s✉❝❤ ❛s ✐♥t❡r❞❡♥❞r✐t✐❝✱ ♣♦❧②❣♦♥❛❧✱
♦r ❡❧♦♥❣❛t❡❞ s❤❛♣❡s✳ ❚❤❡✐r ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥❣♦ts ✐s ♠❛✐♥❧② ❝❡♥t❡r❧✐♥❡✱ ❛♥❞ t❤❡✐r
♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ✉♥✐q✉❡✳ ❚❤❡② ♠❛② ❜❡ ♦r✐❡♥t❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✐♥❣♦t✬s ❛①✐s✱ ❛❧♦♥❣ t❤❡
❱✲s❡❣r❡❣❛t❡s✱ ♦r ❡✈❡♥ ♣r❡s❡♥t r❛♥❞♦♠ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❱♦✐❞ s✐③❡s ❛r❡ ❜❡t✇❡❡♥ [0.01, 45]
♠♠✳ ❚❤❡ ✈♦✐❞✲t♦✲❜✐❧❧❡t r❛t✐♦s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❛❜♦✉t ✶✵−4 t♦ ✶✵−3✱ ❛♥❞ ❞♦ ♥♦t ❡①❝❡❡❞
✵✳✵✼✺ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳
• ❱❛r✐♦✉s ♠❛t❡r✐❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉rs ✇❡r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞✳ ▼❛t❡r✐❛❧s ✇✐t❤ ♠♦♥♦t♦♥♦✉s str❛✐♥ ❤❛r❞✲
❡♥✐♥❣ ♠❛② ❜❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♦♥❡s ♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ s✉❜s❡q✉❡♥t s♦❢t❡♥✐♥❣ ❜❡✲
❤❛✈✐♦✉r✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ r❡❣❛r❞✐♥❣ ✢♦✇ str❡ss ✈❛❧✉❡s
✇❡r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✇♦r❦✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ str❛✐♥✲r❛t❡ s❡♥s✐t✐✈✐t✐❡s ♦❢
♠❛t❡r✐❛❧s ❛r❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ m = [0.1, 0.3]✳
• ❙✐① ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❋r♦♠ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❧♦❝❛❧ t❤❡r♠♦✲
♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❧♦❛❞✐♥❣s✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛r❡ ♠❛❞❡✿
✕ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣♦✐♥t ✐s ✐♥s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳
✕ str❛✐♥✲r❛t❡ ✈❛❧✉❡s ✈❛r② ♦♥ ❛ r❛♥❣❡ [0.01, 10] s−1✳
✕ ❚❤❡ ✢♦✇ str❡ss ✈❛❧✉❡s ✈❛r② ♦♥ ❛ r❛♥❣❡ [10, 100] ▼P❛✳
✕ ❙tr❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t② r❛t✐♦s ♣r❡s❡♥t ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡s✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s
✈❛r② ♦♥ ❛ r❛♥❣❡ [−1.0,+0.6]✳ ❍❡r❡✱ ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ♠❛② ❧❡❛❞ t♦ ❛♥ ♦♣❡♥✐♥❣ ♣❤❡✲
♥♦♠❡♥♦♥ ♦❢ ✈♦✐❞s✳ ❱♦✐❞ ❣r♦✇t❤ ✐s ❛ ♣❛rt ♦❢ ❞✉❝t✐❧❡ ❞❛♠❛❣❡ ♠✐❝r♦✲♠❡❝❤❛♥✐s♠s
t❤❛t ❧❡❛❞s t♦ ❝♦❛❧❡s❝❡♥❝❡ ❛♥❞ ✜♥❛❧ ❢r❛❝t✉r❡ ❙❝❤❧üt❡r ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✾✻❪✳ ▼❛♥② st✉❞✐❡s
✇❡r❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡♦r✐❡s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❘✐❝❡ ❛♥❞ ❚r❛❝❡② ❬✶✾✻✾❪ ♦r
●✉rs♦♥ ❬✶✾✼✼❪✳ ❨❡t✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦ ✐s r❡str✐❝t❡❞ t♦ ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡ ♦♥❧②✱ ✐✳❡✳ ♦♥
t❤❡ r❛♥❣❡ TX = [−1, 0]✳
✶✻
✶✳✸ ▲✐t❡r❛t✉r❡ r❡✈✐❡✇
✶✳✸ ▲✐t❡r❛t✉r❡ r❡✈✐❡✇✿ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ❝r✐t❡r✐❛ ❢♦r ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡
❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ✐♥✈♦❧✈❡s t✇♦ st❛❣❡s✿ t❤❡♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝❧♦s✉r❡ ♦❢
✈♦✐❞✱ ❜r✐♥❣✐♥❣ ✐♥t❡r♥❛❧ s✉r❢❛❝❡s ✐♥t♦ ❝♦♥t❛❝t ❛♥❞ r❡❞✉❝✐♥❣ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ t♦ ③❡r♦❀ ❛♥❞ t❤❡ ✜♥❛❧
❜♦♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ s✉r❢❛❝❡s ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❤❡❛❧✐♥❣ ❛♥❞ t❤✉s ❛ s♦✉♥❞ ♠❛t❡r✐❛❧ ❬P❛r❦
❛♥❞ ❨❛♥❣✱ ✶✾✾✻❪✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ ✜rst st❛❣❡✿ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝❧♦s✉r❡✳ ❆
r❡✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❧✐t❡r❛t✉r❡ r❡❣❛r❞✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝❧♦s✉r❡ ✐s ❣✐✈❡♥
✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳
❚✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝❧♦s✉r❡
♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✿ ✭✐✮ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❛♥❞ ✭✐✐✮ ❛ ♠✐❝r♦✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✳
• ❚❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦♥s✐sts ✐♥ st✉❞②✐♥❣ ❛ ✇❤♦❧❡ ♣r♦❝❡ss ✇✐t❤ ❛ ✇♦r❦✲
♣✐❡❝❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✈♦✐❞s ❛r❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❞❡✜♥❡❞✳ ❚❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ✈❛r✐♦✉s ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦♥
✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡ ✐s st✉❞✐❡❞ ✉s✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ❬❙tå❤❧❜❡r❣ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✽✵✱ ❲❛❧❧❡rö✱ ✶✾✽✺❪
♦r ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❬❍✇❛♥❣ ❛♥❞ ❈❤❡♥✱ ✷✵✵✷✱ ❚❛♥❛❦❛ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✽✻✱ ❉✉❞r❛ ❛♥❞
■♠✱ ✶✾✾✵✱ ❇❛♥❛s③❡❦ ❛♥❞ ❙t❡❢❛♥✐❦✱ ✷✵✵✻✱ ❑❛❦✐♠♦t♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✱ ❈❤❡♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❪✳
❈r✐t❡r✐❛ ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❛ ✜rst s❡❝t✐♦♥✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥
r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡✐r ❜❡♥❡✜ts ❛♥❞ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✳
• ❚❤❡ ♠✐❝r♦✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦♥s✐❞❡rs ❛ s✐♥❣❧❡ ✈♦✐❞ ✐♥ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ♠❛tr✐① ❬❘✐❝❡ ❛♥❞
❚r❛❝❡②✱ ✶✾✻✾✱ ❇✉❞✐❛♥s❦② ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✽✷✱ ❉✉✈❛ ❛♥❞ ❍✉t❝❤✐♥s♦♥✱ ✶✾✽✹✱ ❩❤❛♥❣ ❛♥❞ ❈✉✐✱
✷✵✵✾❪✳ ❚❤❡ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② ♣r❡❞✐❝t❡❞✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ❝❡rt❛✐♥
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✳ ❆ r❡✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡s❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞
✐♥ ❛ s❡❝♦♥❞ s❡❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞✳
❆ t❤✐r❞ s❡❝t✐♦♥ ♠❡♥t✐♦♥s ●✉rs♦♥✲❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧s ❬●✉rs♦♥✱ ✶✾✼✼❪✳ ❙✉❝❤ ♠♦❞❡❧s ✇❡r❡ ✐♥✐✲
t✐❛❧❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ ♣♦r♦✉s ♠❛t❡r✐❛❧s ❛♥❞ ✇❡r❡ ❞❡❞✐❝❛t❡❞
t♦ ❞✉❝t✐❧❡ ❢r❛❝t✉r❡ ✭✈♦✐❞ ❣r♦✇t❤ ✉♥❞❡r ♣♦s✐t✐✈❡ str❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t② r❛t✐♦s✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥t❡r❡st✲
✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡s ✇❡r❡ ❢♦✉♥❞ ♦✉t r❡❣❛r❞✐♥❣ ✈♦✐❞ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s
r❡❣❛r❞✐♥❣ ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡✳
✶✳✸✳✶ ▼❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤
❉✉❡ t♦ t❤❡ ❣r❡❛t ✐♥❞✉str✐❛❧ ✐♥t❡r❡st ✐♥ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡✱ ♥✉♠❡r♦✉s st✉❞✐❡s ♦♥ ✈♦✐❞
❝❧♦s✉r❡ ✇❡r❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❡①♣❧✐❝✐t ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❡♥❛❜❧❡s
❛ ♣r♦❝❡ss t♦ ❜❡ ♣❛rt✐❛❧❧② ♦r ❢✉❧❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❝❧♦s✉r❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s t♦ ❜❡ st✉❞✐❡❞ ✐♥
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❚❤❡ st✉❞② s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❢♦r s♠❛❧❧ ❜✐❧❧❡ts ✭s✐③❡
< 200× 200 ♠♠✮✱ ❜✉t ❜❡❝♦♠❡s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❢♦r ❧❛r❣❡ ❜✐❧❧❡ts✳
❚❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ str❛✐♥✲r❛t❡ ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ r❡❣❛r❞✐♥❣ ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳
✶✽
✶✳✸ ▲✐t❡r❛t✉r❡ r❡✈✐❡✇
❉✐✛❡r❡♥t t♦♦❧ s❤❛♣❡s ✇❡r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✿ ❜♦✇❧✲s❤❛♣❡ ❬❚♦♠❧✐s♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✺✽✱ ❇❛♥❛s③❡❦
❛♥❞ ❙t❡❢❛♥✐❦✱ ✷✵✵✻❪✱ ❱✲s❤❛♣❡ ❬❚❛♥❛❦❛ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✽✻✱ ❈❤❡♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❪✱ ❋▼▲ ✭❋r❡❡ ♦❢ ▼❛♥✲
♥❡s♠❛♥♥ ❡✛❡❝t ❛t ▲♦✇❡r ♣r❡ss ❧♦❛❞✮ ❬❉✉❞r❛ ❛♥❞ ■♠✱ ✶✾✾✵❪✱ ❛♥❞ ❇❋❚❱ ✭❇♦tt♦♠ ❋❧❛t ❚♦♣
❱✮ ❬P❛r❦ ❛♥❞ ❨❛♥❣✱ ✶✾✾✼❛❪✳ ❈♦♥❝❛✈❡ t♦♦❧s ❛r❡ s❤♦✇♥ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❜❡tt❡r ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡✳ ❚❤❡
♣♦s✐t✐✈❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❝♦♥❝❛✈❡ ❞✐❡s✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ✢❛t ❞✐❡s✱ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ str❡ss
tr✐❛①✐❛❧✐t② st❛t❡s ❛t t❤❡ ❜✐❧❧❡ts ❝❡♥t❡r✳ ❚❤✐s ✐s ❝♦❤❡r❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❣r❛✲
❞✐❡♥t ✭❝♦❧❞❡r s❦✐♥✮ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✱ ❛s ❜♦t❤ ✐♥✈♦❧✈❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ st❛t❡s ❛t t❤❡
❝♦r❡ ♦❢ ✇♦r❦♣✐❡❝❡s✳
❇❛♥❛s③❡❦ ❛♥❞ ❙t❡❢❛♥✐❦ ❬✷✵✵✻❪ st✉❞✐❡❞ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✷❉✕s❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❜✐❧❧❡t ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣
❝✐r❝✉❧❛r ✈♦✐❞s ❞✉r✐♥❣ ❤♦t ❢♦r❣✐♥❣✳ ❚❤❡② ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t♦t❛❧ s✉r❢❛❝❡ ❛r❡❛
♦❢ ❞❡❢❡❝ts ❛♥❞ ❢♦r❣✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭✐✳❡✳ ✉♣♣❡r ❞✐❡ s♣❡❡❞✱ r❡❧❛t✐✈❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ st❛rt✐♥❣
t❡♠♣❡r❛t✉r❡✮✳ ❆ st❛t✐st✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ ❝❛s❡ st✉❞✐❡s ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ s❡✈❡r❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❝❛s❡s✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ t❤❛t ✈♦✐❞
❝❧♦s✉r❡ ✐s ❡♥❤❛♥❝❡❞ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❛s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ❝♦♥❝❛✈❡ ❞✐❡s ✐♥ t❤❡ ❡❛r❧② st❛❣❡s✱ ❛♥❞ ✢❛t ❞✐❡s
✐♥ t❤❡ ✜♥❛❧ st❛❣❡s ♦❢ ❢♦r❣✐♥❣✳
❍♦t r♦❧❧✐♥❣ ❋♦r t❤❡ st✉❞✐❡s r❡❣❛r❞✐♥❣ r♦❧❧✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s✱ st❡❡❧ ✇❛s ♠♦st❧② st✉❞✐❡❞ ❛s ✇❡❧❧
✭s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✶✳✹✮✳ ❚❤❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧ r❡♣♦rt ■♠♣r♦s♦✉♥❞ ❬▲❧❛♥♦s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪ r❡❧❛t❡s ❛ ❧❛r❣❡
❙♦✉r❝❡ ▼❛t❡r✐❛❧
Pr♦❝❡ss✱ ❜✐❧❧❡t
❞✐♠✳ ✭♠♠✮
❚ ✭✝❈✮
❘❡❞✉❝✳ ♣❡r
♣❛ss
❘♦❧❧ ❞✐❛♠
✭♠♠✮
❱♦✐❞
s❤❛♣❡s
❱♦✐❞✴s❤❡❡t
r❛t✐♦s
❲❛❧❧❡rö
❬✶✾✽✺❪
❙t❡❡❧✱
♣❧❛st✐❝✐♥❡
▼✉❧t✐♣❛ss ✶✶✵✵ ✷✕✷✵✪ ✕ ❆rt✐✜❝✐❛❧ ✵✳✵✺
P✐❡tr③②❦
❡t ❛❧✳
❬✶✾✾✺❪
❙t❡❡❧
▼✉❧t✐♣❛ss✱
✷✵✵①✷✵✵
✶✷✵✵ ✹✕✶✻✪ ✹✺✵ ✷❉ ❈②❧✳ ✵✳✷✺
❲❛♥❣
❡t ❛❧✳
❬✶✾✾✻❪
❙t❡❡❧
✸✕♣❛ss✱
❍✷✵①✶✺✵①✽✵
✾✵✵✕✶✷✵✵ ✸✵✱ ✺✵✱ ✼✵✪ ✸✵✵ ❍❛❧❢✲♦♣❡♥ ✵✳✵✻
◆❛❦❛s❛❦✐
❡t ❛❧✳
❬✷✵✵✻❪
❙t❡❡❧✱
♣❧❛st✐❝✐♥❡
✶✕♣❛ss✱
✽✵①✻✵①✷✵✵
✶✵✵✵ ✽✕✸✸✪ ✷✷✵
❖♣❡♥
❝②❧✐♥❞❡r
✕
▲❧❛♥♦s
❡t ❛❧✳
❬✷✵✵✽❪
❙t❡❡❧
▼✉❧t✐♣❛ss✱
✶✸✼①✶✸✼ ♦r
✸✻✺①✷✻✺
✶✶✵✵✕✶✷✵✵ ✷✕✶✺✪ ✺✶✵✕✻✼✵
◆❛t✉r❛❧ ✰
❆rt✐✜❝✐❛❧
✵✳✵✶✺✕✵✳✵✻
❚♦❞❛
❡t ❛❧✳
❬✷✵✵✾❪
❆❧✉♠✐♥✐✉♠
✷✕♣❛ss
✸①✵✳✻①✵✳✻
✭s❛♠♣❧❡s✮
♣❛ss ✹✵✵◦❈✭✺✵✪✮✱ ♣❛ss ✸✷✵◦❈✭✺✵✪✮ ✕
◆❛t✉r❛❧
✭❳✲r❛②
t♦♠♦✮
✶✳✼✕✽✳✸
×10
−3
❈♦♠♣r❡ss✐♦♥ ✺✹✵ ✻✕✻✵✪ ✕
❚❛❜❧❡ ✶✳✹✿ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ t❡st❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s r❡❣❛r❞✐♥❣ ♠❛✐♥ st✉❞✐❡s ♦♥ r♦❧❧✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s✳
q✉❛♥t✐t② ♦❢ r❡s✉❧ts r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♠✉❧t✐✲♣❛ss ❤♦t r♦❧❧✐♥❣✳ ❙❡✈❡r❛❧ ♣❛ss✲
s❝❤❡❞✉❧❡s ❛r❡ st✉❞✐❡❞✳ ■t ✐s s❤♦✇♥ t❤❛t ❛ ♦♥❡✲♣❛ss s❝❤❡❞✉❧❡ ❜r✐♥❣s ❜❡tt❡r ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡ t❤❛♥
❛ t✇♦✲♣❛ss s❝❤❡❞✉❧❡ ✇✐t❤ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❝✉♠✉❧❛t❡❞ r❡❞✉❝t✐♦♥ r❛t✐♦s✳ ❋✉rt❤❡r st✉❞✐❡s r❡❣❛r❞✐♥❣
♠✉❧t✐♣❛ss s❝❤❡❞✉❧❡s ❝♦♥✜r♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ✜rst ♣❛ss ✐s ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t r❡❣❛r❞✐♥❣
✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡✳ ▲♦✇❡r ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ♣❛ss❡s ✇✐t❤ ❧❛r❣❡ r❡❞✉❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t t✉r♥✐♥❣ t❤❡ ❜✐❧❧❡t
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❛ss❡s✱ ❛r❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ ❢♦r ❜❡tt❡r ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡✳ ❲❛❧❧❡rö ❬✶✾✽✺❪ st✉❞✐❡❞ t❤❡
❡✛❡❝t ♦❢ r♦❧❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ t❤❛t ♣❛ss❡s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❧❛r❣❡ s♣r❡❛❞ ❛r❡ ❢❛✈♦✉r❛❜❧❡
❛s ✇❡❧❧✳
❚❤❡ t❡st❡❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ♦♥❡s t❡st❡❞ ❢♦r ❢♦r❣✐♥❣ ✭✾✵✵✲✶✷✵✵◦❈✮✳ ❆s
❢♦r ❢♦r❣✐♥❣✱ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❦✐♥ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦r❡ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦♣✐❡❝❡s ✐s
s❤♦✇♥ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡✳
❘♦❧❧✐♥❣ ♦❢ ❛❧✉♠✐♥✐✉♠ ✇❛s st✉❞✐❡❞ ❛s ✇❡❧❧ ❜② ❚♦❞❛ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❪✳ ❚❤❡ st✉❞② ❞❡❛❧s ✇✐t❤ ❛
s✉❝❝❡ss✐♦♥ ♦❢ r♦❧❧✐♥❣ ♣❛ss❡s ❛t ✈❛r✐♦✉s t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✳ ❆ ❞✐✛✉s❡ st❛t❡ ♦❢ ✈♦✐❞s ✐s tr❛❝❦❡❞ ✉s✐♥❣
❳✲r❛② ♠✐❝r♦t♦♠♦❣r❛♣❤② ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✈❛r✐♦✉s ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ r❛t✐♦s ❛♥❞ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ♣❡r✐♦❞s✳ ❆
❣❡♦♠❡tr② ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ r❡❣❛r❞✐♥❣ ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡✳ ❆♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ✈♦✐❞ ❢r❛❝t✐♦♥ ✐s
❛❧s♦ ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ❞✉r✐♥❣ ❤✐❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❡①♣♦s✉r❡✱ s✉❝❤ ❛s ✈♦✐❞ ❣r♦✇t❤ ♦r r❡♦♣❡♥✐♥❣ ♦❢
❝❧♦s❡❞ ✈♦✐❞s✳
✶✾
❈❤❛♣t❡r ✶ ❙t❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt
■♥✐t✐❛❧ ✈♦✐❞ st❛t❡ ▼♦❞❡❧ ❤♦❧❡s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ✉s❡❞ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs
♦♥ ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡✳ ❚❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❡s t②♣✐❝❛❧❧② ✐♥✈♦❧✈❡ s♣❤❡r♦✐❞❛❧ ♦r ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ s❤❛♣❡s✳
❍♦t ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ t❡sts ♦♥ ❛❧✉♠✐♥✉♠ s❛♠♣❧❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ✈♦✐❞s ✇❡r❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞
❜② ❑❛❦✐♠♦t♦ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✵❪ ✭s❡❡ ❋✐❣ ✶✳✽✮✳ ❚❤❡ st✉❞② s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ r❡❞✉❝t✐♦♥
r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ❝♦♠♣❧❡t❡ ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡ ✐s ♠❛✐♥❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡ ❤❡✐❣❤t h0 ♦❢ t❤❡ ✈♦✐❞ ✭✐♥ t❤❡
❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥✮✳ ❚❤❡ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✐❞ ♥♦t s❤♦✇ ❛♥② s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❡✛❡❝t
♦♥ ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡✳
❋✐❣✉r❡ ✶✳✽✿ ❉✐♠❡♥s✐♦♥s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❤♦t ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ t❡sts ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❑❛❦✐♠♦t♦ ❡t ❛❧✳
❬✷✵✶✵❪✱ ❛❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✈❛r✐♦✉s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s h0/d0 = 1, 2, 5❀ H0/T = 2, 4❀ d0/D0 =
0.01, 0.05, 0.1, 0.2✳
❈❧♦s✉r❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❜② ❈❤❡♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✵❪ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✈❛r✐♦✉s ✈♦✐❞
s❤❛♣❡s ✭s♣❤❡r✐❝❛❧✱ t❡tr❛❤❡❞r❛❧✱ ❛♥❞ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧✮✱ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦s✐t✐♦♥s ✐♥ ❛ ❜✐❧❧❡t ✉♥❞❡r
❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✶✳✾✮✳ ▲♦♥❣ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ✈♦✐❞s ♣r❡s❡♥t ❛ t✇♦✲st❛❣❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✿ ✜rst❧②✱
t❤❡ ✉♣♣❡r ❛♥❞ ❧♦✇❡r s✉r❢❛❝❡s r❛♣✐❞❧② ❡♥t❡r ✐♥t♦ ❝♦♥t❛❝t✱ ❛♥❞ s❡❝♦♥❞❧②✱ t❤❡ s♠❛❧❧ s✉❜s❡q✉❡♥t
❤♦❧❡s ❛r❡ ♠♦r❡ ❤❛r❞❧② ❝❧♦s❡❞ ✉♣✳ ■t ✐s ❛❧s♦ s❤♦✇♥ t❤❛t t❡tr❛❤❡❞r❛❧ ✈♦✐❞s ❛r❡ ❧♦♥❣❡r t♦
❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❝❧♦s❡ t❤❛♥ s♣❤❡r✐❝❛❧ ✈♦✐❞s✳
✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮ ✭❞✮
❋✐❣✉r❡ ✶✳✾✿ ❚❡st❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥s ✭❛✮ ❛♥❞ ✈♦✐❞ s❤❛♣❡s ✭❜✱❝✱❞✮ ✐♥ ❈❤❡♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✵❪✳
❚❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❜✐❧❧❡t ✐♥❞✉❝❡s ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❝❧♦s✉r❡ r❛t❡✳ ❈❧♦s✉r❡ ✐s ❢❛st❡r
✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❜✐❧❧❡t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r r❡♠❛✐♥s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ❛t
✷✵
✶✳✸ ▲✐t❡r❛t✉r❡ r❡✈✐❡✇
❛♥② t❡st❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❜✐❧❧❡t✳ ■♥ t❤❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧ r❡♣♦rt ■♠♣r♦s♦✉♥❞ ❬▲❧❛♥♦s ❡t ❛❧✳✱
✷✵✵✽❪✱ r♦❧❧✐♥❣ tr✐❛❧s ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡s✳ ❆ ❜✐❧❧❡t
✇❛s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❝♦♥t❛✐♥ s❡✈❡r❛❧ ♣r❡✲❞❡✜♥❡❞ ✈♦✐❞ st❛t❡s t❤❛t ✇❡r❡ ✐♥s❡rt❡❞ ✐♥ ✐ts ❝❡♥t❡r ✭s❡❡
❋✐❣✳ ✶✳✶✵✮✳ ❚❤❡ ♣r❡✲❞❡✜♥❡❞ st❛t❡s ✇❡r❡ ❛ 3× 3 ♠❛tr✐① ♦❢ ❤♦❧❡s✱ ❛ ❝❡♥tr❛❧ s✐♥❣❧❡ ❤♦❧❡✱ ❛♥❞ ❛
♥❛t✉r❛❧ ♣♦r♦s✐t② st❛t❡✳ ❋r♦♠ ♠❡t❛❧❧♦❣r❛♣❤✐❝ ❡①❛♠✐♥❛t✐♦♥s✱ ✐t ✐s s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❤♦❧❡ ✐♥ t❤❡
❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❜✐❧❧❡t ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❝❧♦s❡❞✱ ✇❤❡r❡❛s t❤♦s❡ ♦✛✲❝❡♥t❡r ❛r❡ ♦♥❧② ♣❛rt✐❛❧❧② ❝❧♦s❡❞✳
✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮ ✭❞✮
❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✵✿ ❘♦❧❧✐♥❣ ♣✐❧♦t ♣❧❛♥t tr✐❛❧ ❜✐❧❧❡t ✭❛✮ ✇✐t❤ ♣r❡✲❞❡✜♥❡❞ ♣♦r♦s✐t② st❛t❡s ✭❜✮ 3 × 3
♠❛tr✐①✱ ✭❝✮ ❝❡♥tr❛❧ ❤♦❧❡✱ ❛♥❞ ✭❞✮ ♥❛t✉r❛❧ st❛t❡ ✭s❝❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② r❡♣r❡s❡♥t❡❞✮✱
■♠♣r♦s♦✉♥❞ ❬▲❧❛♥♦s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✳
❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❤♦❧❡✬s ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❜✐❧❧❡t ✐s ❛❧s♦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❲❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✾✻❪✳
■♥ t❤❡s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ t❤❡ ❤♦❧❡s ✇❡r❡ ❞r✐❧❧❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ r♦❧❧✐♥❣
❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✶✳✶✶✮ ❛♥❞ ✇❡r❡ ❞r✐❧❧❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❜✐❧❧❡t✱ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❤❛❧❢✲
♦♣❡♥❡❞ ❤♦❧❡s✳ ❚❤✐s ❝♦♥tr❛sts ✇✐t❤ t❤❡ ❤♦❧❡s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❬▲❧❛♥♦s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡
♦r✐❡♥t❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❢✉❧❧② ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❜✐❧❧❡t✳ ■♥ t❤❡ r♦❧❧✐♥❣
tr✐❛❧s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❲❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✾✻❪✱ t❤❡ ❤♦❧❡s ✇❡r❡ ❜❡tt❡r ❝❧♦s❡❞ ✇❤❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥❡❞ ♥❡❛r
t❤❡ ❜✐❧❧❡t✬s s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s ♠❛✐♥❧② ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❤②❞r♦st❛t✐❝ ♣r❡ss✉r❡ ❛t
t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✈♦✐❞s✳ ■t ✐s ❛❧s♦ s❤♦✇♥ t❤❛t s❤❡❛r ✐s ❤❡❧♣❢✉❧ ❢♦r ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡✳
❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✶✿ ❘♦❧❧✐♥❣ tr✐❛❧s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ❲❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✾✻❪✳
❋r♦♠ t❤❡ r♦❧❧✐♥❣ tr✐❛❧s ✐♥ t❤❡ ■♠♣r♦s♦✉♥❞ r❡♣♦rt ▲❧❛♥♦s ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✽❪✱ ✐t ✇❛s ❛❧s♦ s❤♦✇♥
t❤❛t ♥❛t✉r❛❧ ❤♦❧❡s ❛r❡ ❤❛r❞❡r t♦ ❝❧♦s❡ t❤❛♥ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ❞r✐❧❧❡❞ ❤♦❧❡s✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s ✐♥ ❣♦♦❞
❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❈❤❡♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✵❪✱ ♠❡♥t✐♦♥✐♥❣ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡①
✐♥✐t✐❛❧ ✈♦✐❞ s❤❛♣❡s✱ s✉❜s❡q✉❡♥t s♠❛❧❧ ✈♦✐❞s ❛r❡ ❝r❡❛t❡❞ ❞✉r✐♥❣ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❛♥❞ ❛r❡ ♠♦r❡
❤❛r❞❧② ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞✳ ❙✐♠♣❧❡ ✈♦✐❞ ❣❡♦♠❡tr✐❡s ♠✐❣❤t t❤❡r❡❢♦r❡ ♥♦t ❢❛✐r❧② r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❝❧♦s✉r❡
❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ♥❛t✉r❛❧ ✈♦✐❞s✳
❚❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ ✐s ❛❧s♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ✐♥ ❚♦❞❛ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❪✳ ❉✐✛❡r❡♥t ❝❧♦s✉r❡
❜❡❤❛✈✐♦rs ✇❡r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✉s✐♥❣ ✸❉ ❳✲r❛② ♠✐❝r♦t♦♠♦❣r❛♣❤② ♦♥ ❆❧✲▼❣ ❛❧❧♦② ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❤②✲
❞r♦❣❡♥ ♠✐❝r♦♣♦r❡s ✇✐t❤ ✈❛r✐♦✉s ✐♥✐t✐❛❧ ❣❡♦♠❡tr✐❡s✳ ❙♦♠❡ ♠✐❝r♦♣♦r❡s r❡♠❛✐♥ ✈✐s✐❜❧❡ ❛❢t❡r
✻✵✪ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ ♦t❤❡rs ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❝❧♦s❡❞✳ ❆ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❡✛❡❝ts r❡❧❛t❡❞ t♦
✐♥✐t✐❛❧ s❤❛♣❡ ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐s t❤❡ ♠♦st ♣❧❛✉s✐❜❧❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥✳
✷✶
❈❤❛♣t❡r ✶ ❙t❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt
❈r✐t❡r✐❛ ❢♦r ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡
❑❡✐❢❡ ❛♥❞ ❙tå❤❧❜❡r❣ ❬✶✾✽✵❪ st✉❞✐❡❞ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ r♦✉♥❞ ❛♥❞ sq✉❛r❡ ✈♦✐❞s ✐♥ ❛ r✐❣✐❞✲
♣❡r❢❡❝t❧② ♣❧❛st✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❚❤❡② ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ s✐♠♣❧❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♠♦❞❡❧ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡
♣❧❛♥❡✲str❛✐♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t s✐♠♣❧❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠♦❞❡s ❛r♦✉♥❞ t❤❡
✈♦✐❞s✳ ❚❤❡② ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ t❤❛t t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ Rc ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r ❝♦♠♣❧❡t❡ ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡ ✐s ❛
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ V0✱ s✉❝❤ t❤❛t Rc ∼ V 1/20 ✳
❚❛♥❛❦❛ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✽✻❪ ♣r♦♣♦s❡❞ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❤②❞r♦st❛t✐❝ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ Q ❛s ❛♥ ✐♥❞✐❝❛t♦r
❢♦r ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r Q ✐s t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦❢ str❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t② r❛t✐♦ TX =
σm
σ¯ ♦✈❡r
t❤❡ ❝✉♠✉❧❛t❡❞ str❛✐♥✿
Q =
ˆ ε¯
0
−TXdε¯. ✭✶✳✷✮
◆❛❦❛s❛❦✐ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✻❪ ❞✐s❝✉ss❡❞ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ Q ❛s ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r ❢♦r ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡ ✐♥ ❤♦t
❢♦r❣✐♥❣ ❛♥❞ r♦❧❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts✱ ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥
❢♦r t❤❡ t♦t❛❧ ✈♦✐❞ ❛r❡❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❧✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ r♦❧❧✐♥❣✱
t❤❡ ❤②❞r♦st❛t✐❝ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s r❡✈✐s❡❞ t♦ Q+✱ ❢♦r r❡❛s♦♥s t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ❡①♣❧✐❝✐t❧②
❣✐✈❡♥✳
❍②❞r♦st❛t✐❝ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✇❛s ❧❛t❡r ✉s❡❞ ❜② ❑❛❦✐♠♦t♦ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✵❪ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❝❧♦s✉r❡
♦❢ ❛ ✈♦✐❞ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♦❢ ❢♦r❣✐♥❣✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡
♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛❢t❡r ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ ❧❡❛❞ ❜✐❧❧❡ts✳ ❆ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❤♦❧❡ ✐s ❞r✐❧❧❡❞
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❜✐❧❧❡t ✇✐t❤ ❛ ✈♦✐❞✲t♦✲❜✐❧❧❡t ❞✐❛♠❡t❡r r❛t✐♦ ♦❢ ✵✳✵✺✱ ❛♥❞ ♠✉❧t✐✲♣❛ss ❢♦r❣✐♥❣ ✐s
♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ■t ✐s ❢♦✉♥❞ ♦✉t t❤❛t t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❤②❞r♦st❛t✐❝ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❢♦r ❝♦♠♣❧❡t❡
✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡ ✐s Q ≥ 0.21✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ✉s❡❞ t❤✐s ❝r✐t❡r✐♦♥ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❢♦✉r ❢♦r❣✐♥❣ ♣❛✲
r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥❞✉str✐❛❧ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts r❡❣❛r❞✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❞❡s✐❣♥✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡
q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ r❡s✉❧ts r❡❣❛r❞✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ s❤♦✇s ❣r❡❛t ✐♥t❡r❡st✱ t❤❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡
❛♥❛❧②s✐s t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ Q✲❝r✐t❡r✐♦♥ r❡♠❛✐♥s q✉❡st✐♦♥❛❜❧❡✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈❛❧✐✲
❞❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ ✇♦r❦♣✐❡❝❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛ ❞r✐❧❧❡❞ ♦♣❡♥✲❤♦❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❤❛✈❡
❛ r❛t❤❡r ❞✐✛❡r❡♥t ❜❡❤❛✈✐♦✉r t❤❛♥ ❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧ ✈♦✐❞✳
◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ r❡❝❡♥t❧② ❈❤❡♥ ❛♥❞ ▲✐♥ ❬✷✵✶✸❪ ✉s❡❞ t❤❡ Q ❝r✐t❡r✐♦♥ t♦ st✉❞② t❤❡ ❡✈♦❧✉✲
t✐♦♥ ♦❢ s❤❛♣❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ t❤❡ t❤r❡❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s x, y, z✳ ❚❤❡② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ Q ❝r✐t❡r✐♦♥✱ ✉s✐♥❣ t❤r❡❡ ✈❛❧✉❡s Qi (i ∈ x, y, z)✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r♦♣♦s❡❞ ❛
♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ t♦ ✜t t❤❡ ❛s♣❡❝t r❛t✐♦s ♦❢ ❛♥ ❡❧❧✐♣s♦✐❞❛❧ ✈♦✐❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ Qi✳
Si = (C1 + Si0) exp(−Qi/C2) + C3, ✇✐t❤ Qi =
ˆ ε¯
0
si
σ¯
dε¯, ✭✶✳✸✮
✇❤❡r❡ si ✐s t❤❡ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ str❡ss ❞❡✈✐❛t♦r t❡♥s♦r s ✐♥ t❤❡ i ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ Si ❛♥❞
Si0 ❛r❡ t❤❡ ❛s♣❡❝t r❛t✐♦s ❛♥❞ t❤❡✐r ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ C1✱ C2 ❛♥❞ C3 ❛r❡ ✜tt✐♥❣
❝♦❡✣❝✐❡♥t t❤❛t ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❋❊✲s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❋✐tt✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r s❡✈❡r❛❧
♣♦s✐t✐♦♥s ✐♥ ❛ ❜✐❧❧❡t ✉♥❞❡r ❛ ❣✐✈❡♥ ❢♦r❣✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳
❚❛♥❛❦❛ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✽✻❪ ❛❧s♦ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡ ♣❛r❛♠❡t❡r V CP ❜❛s❡❞ ♦♥ Q
✈❛❧✉❡✱ ✇✐t❤ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ s✐① ❝♦❡✣❝✐❡♥ts Cij ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❧✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✿
V CP =
2∑
i=0
2−i∑
j=0
Cij [ln(1 + ε¯)]
i [ln(1−Q)]j , ✭✶✳✹✮
✷✷
✶✳✸ ▲✐t❡r❛t✉r❡ r❡✈✐❡✇
❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r r❡t✉r♥s ❛ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❝❧♦s✉r❡ ✭✵✲✶✵✵✪✮ ♦❢ ❛ ✈✐rt✉❛❧❧② ❡①✐st✐♥❣ ✈♦✐❞✱ ❛t ❛♥②
♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❜✐❧❧❡t✳ ■♥ t❤❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧ r❡♣♦rt ■♠♣r♦s♦✉♥❞ ❬▲❧❛♥♦s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✱ ❛ ✇✐❞❡
❝❛♠♣❛✐❣♥ ♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛❜♦✉t ❤♦t r♦❧❧✐♥❣ ✇❛s
♣❡r❢♦r♠❡❞✱ ❛♥❞ Cij ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s ✇❡❧❧✳ Pr♦❝❡ss ❞❡s✐❣♥ ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣
♠❛♣s ♦❢ ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♠♦❞❡❧✳
❆ s✐♠♣❧❡ str❡ss✲tr✐❛①✐❛❧✐t②✲❜❛s❡❞ ✭❙❚❇✮ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡ ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡
❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ❝♦❞❡ ❋❖❘●❊ ❬✷✵✶✶❪✱ ▲❛s♥❡ ❬✷✵✵✽❪ ❛♥❞ ✇❛s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛s✿
∆V
V0
= KcTX∆ε¯. ✭✶✳✺✮
❚❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❛t ❡❛❝❤ ✐♥❝r❡♠❡♥t st❡♣ ✐s ❛ss✉♠❡❞ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧
t♦ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ str❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t② r❛t✐♦ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ str❛✐♥✳ ❯♥❞❡r ❝♦♥st❛♥t str❡ss
tr✐❛①✐❛❧✐t② r❛t✐♦✱ ❊q✳ ✶✳✺ ❜❡❝♦♠❡s✿
V
V0
= 1 +KcTX ε¯. ✭✶✳✻✮
❚❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧✐t② ❝♦❡✣❝✐❡♥t Kc = 5 ✭❞❡❢❛✉❧t ✈❛❧✉❡✮ ✇❛s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✉s✐♥❣ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢
❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ t❡sts ♦♥ ❛ s✐♥❣❧❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ ✈♦✐❞✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❜② s✉♠♠✐♥❣ ∆V ✐♥ ❊q✳ ✶✳✺ ♦✈❡r
t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥ts ♦❢ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ s✉♠
∑t
0 TX∆ε¯ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ❢♦r♠ ♦❢
Q ✐♥ ❊q✳ ✶✳✷✱
ε¯∑
0
∆V
V0
= Kc
ε¯∑
0
TX∆ε¯ ≈ Kc
ˆ ε¯
0
TXdε¯ = Kc(−Q). ✭✶✳✼✮
❯s✐♥❣ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ♦❢ ❝❧♦s✉r❡ Q = 0.21✱ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✈♦❧✉♠❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞
❛s✿
V
V0
∣∣∣∣
(Q=0.21)
= 1 +
ε¯∑
0
∆V
V0
= 1 + 5(−0.21) ≈ 0. ✭✶✳✽✮
❋✐♥❛❧ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❡q✉❛❧s t♦ ✵✱ ✐✳❡✳ ✈♦✐❞ ✐s ❝❧♦s❡❞✳
■♥ ❛❧❧ t❤❡ st✉❞✐❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡ ✈♦✐❞✲t♦✲❜✐❧❧❡t ❞✐♠❡♥s✐♦♥ r❛t✐♦ r❡♠❛✐♥s r❡❧❛t✐✈❡❧②
❧❛r❣❡✱ ✐✳❡✳ ❛r♦✉♥❞ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✵✳✶✳ ❚❤♦✉❣❤✱ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♥② ✈♦✐❞s ✉s✉❛❧❧②
❡①✐st ✐♥ ✇♦r❦♣✐❡❝❡s ▲❧❛♥♦s ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✽❪✳ ❚✐♥② ✈♦✐❞s ❝❛♥ ❤❛r❞❧② ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜② s✉❝❤ ❛
♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ s✐♥❝❡ t❤❡✐r ✈♦❧✉♠❡ ✐s ✈❡r② s♠❛❧❧ ❛♥❞ ❜❡❝♦♠❡s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦♣✐❡❝❡✳ ❆s ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ✐♥ ✷✵✵✾ ❜② ❩❤❛♥❣ ❛♥❞ ❈✉✐ ❬✷✵✵✾❪✱ ❩❤❛♥❣
❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❪✱ t❤❡r❡ ✐s ❛t ♣r❡s❡♥t ❛ ❧❛❝❦ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ❛♥❞ ❛❝❝✉r❛t❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣
✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ ♠✐❝r♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r♦♣♦s❡❞
t✇♦ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡✳ ❆❢t❡r ❛ ❜r✐❡❢ r❡✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ st❡♣s ✉s❡❞ ✇✐t❤✐♥
t❤❡ ♠✐❝r♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ ♠♦st r❡❝❡♥t ❝r✐t❡r✐❛ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥✳
✷✸
❈❤❛♣t❡r ✶ ❙t❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt
✶✳✸✳✷ ▼✐❝r♦✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤
■♥ t❤❡ ♠✐❝r♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s✱ ❛ s✐♥❣❧❡ ✈♦✐❞ ✐♥ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ♠❛tr✐① ✐s ❝♦♥✲
s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ♠❛tr✐① ❛r❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦✇❡r✲❧❛✇ t②♣❡✱ ✇✐t❤ m t❤❡
♣♦✇❡r ❡①♣♦♥❡♥t✿
s =
2
3
σ0
ε˙0
(
˙¯ε
ε˙0
)m−1
ǫ˙, ✇✐t❤ tr(ǫ˙) = 0, ✭✶✳✾✮
✇❤❡r❡ ǫ˙ ✐s t❤❡ str❛✐♥✲r❛t❡ t❡♥s♦r✱ s ✐s t❤❡ ❞❡✈✐❛t♦r✐❝ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ str❡ss t❡♥s♦r σ✱ ˙¯ε ❛♥❞ ε˙0
❛r❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛♥❞ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ str❛✐♥✲r❛t❡✱ σ0 ✐s t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ str❡ss✳ ❚❤❡
❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈♦✐❞ ✐s st✉❞✐❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✈❛r✐♦✉s ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❢♦r
❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧s ✇❤✐❝❤ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② t❤❡ ♣♦✇❡r ❡①♣♦♥❡♥t✿ ❧✐♥❡❛r❧②
✈✐s❝♦✉s ♠❛t❡r✐❛❧s ✭m = 1✮✱ r✐❣✐❞✲♣❡r❢❡❝t❧② ♣❧❛st✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s ✭m = 0✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡
♦❢ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ✈✐s❝♦✉s ♠❛t❡r✐❛❧s ✭0 < m < 1✮✳
❆ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st✉❞✐❡s r❡❣❛r❞✐♥❣ ✈♦✐❞ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ♠❛tr✐① ✇❡r❡ r❡✈✐❡✇❡❞ ❜②
❍✉❛♥❣ ❛♥❞ ❲❛♥❣ ❬✷✵✵✻❪✳ ■♥ t❤❡s❡ st✉❞✐❡s✱ ✈♦✐❞s ❛r❡ t②♣✐❝❛❧❧② ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛ s♣❤❡r✐❝❛❧
✭♦r ❡❧❧✐♣s♦✐❞❛❧✮✱ ♦r ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ s❤❛♣❡✳ ▼♦st st✉❞✐❡s ❞♦ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥② ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ s❤❛♣❡
❞✉r✐♥❣ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢t❡♥ ❜❡❝♦♠❡ ✐♥❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❢♦r ❧❛r❣❡ ❞❡✲
❢♦r♠❛t✐♦♥s ✭✇❤✐❝❤ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② t❤❡ ❝❛s❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡✮✳
❘✐❣✐❞✲♣❡r❢❡❝t❧② ♣❧❛st✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧
●✉rs♦♥✲❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧s ●✉rs♦♥ ❬✶✾✼✼❪ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❛ r❡❧❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ ②✐❡❧❞ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r
♣♦r♦✉s ♠❛t❡r✐❛❧s✱ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ f ✳ ❚❤❡ ✈♦✐❞ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ f˙ ✐s ❣♦✈❡r♥❡❞
❜② t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐①✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ s✐♠♣❧❡ ✈♦✐❞ ❣r♦✇t❤ ❧❛✇
❣✐✈❡♥ ❜②✿
f˙ = (1− f)tr(ǫ˙pl), ✭✶✳✶✵✮
✇❤❡r❡ ǫ˙pl ✐s t❤❡ ♣❧❛st✐❝ str❛✐♥✲r❛t❡ t❡♥s♦r✳ ❚♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ②✐❡❧❞ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r ♣♦r♦✉s ♠❛t❡r✐❛❧s✱
t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♠♦❞❡❧ ✉s❡❞ ✐♥ ●✉rs♦♥✬s ❛♥❛❧②s✐s ✐s r✐❣✐❞✲♣❡r❢❡❝t❧② ♣❧❛st✐❝ ✭m = 0✮✳ ❆ s♣❤❡r✐❝❛❧
❝❡❧❧✱ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ♠❛tr✐① ♠❛t❡r✐❛❧ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛ ❝♦♥❝❡♥tr✐❝ s♣❤❡r✐❝❛❧ ✈♦✐❞✱ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳
❇❛s❡❞ ♦♥ ❝❡❧❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✱ ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ②✐❡❧❞ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r t❤❡
♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ♣♦r♦✉s ♠❡t❛❧s✳
❚✈❡r❣❛❛r❞ ❬✶✾✽✷❪ ♣r♦♣♦s❡❞ ❝♦rr❡❝t✐✈❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts q1 = 1.5✱ q2 = 1.0 t♦ ●✉rs♦♥✬s ♠♦❞❡❧✳
●✉rs♦♥✲❚✈❡r❣❛❛r❞✬s ♠♦❞❡❧ ✐s ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ❞✉❝t✐❧❡ ❢r❛❝t✉r❡ ❞✉❡ t♦ ✈♦✐❞
♥✉❝❧❡❛t✐♦♥✱ ❣r♦✇t❤ ❛♥❞ ❝♦❛❧❡s❝❡♥❝❡✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ❚✈❡r❣❛❛r❞ ❛♥❞ ◆❡❡❞❧❡♠❛♥ ❬✶✾✽✹❪ ✐♥tr♦✲
❞✉❝❡❞ ❛ ♠♦❞✐✜❡❞ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ f∗ = f∗(f) ❢♦r f > fc✱ ✇❤❡r❡ fc ✐s ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡
♦✈❡r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝♦❛❧❡s❝❡♥❝❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ t❛❦❡s ♣❧❛❝❡✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✈♦✐❞ ❝♦❛❧❡s❝❡♥❝❡ ✐s ♦✉t
♦❢ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✱ s✐♥❝❡ ✐t ✐s ♥♦t s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ♦❝❝✉r ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡✳
❱❛r✐♦✉s ♠♦❞✐✜❡❞ ●✉rs♦♥✲❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t
s♦♠❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✱ s✉❝❤ ❛s ✐s♦tr♦♣✐❝ ❛♥❞ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ❤❛r❞❡♥✐♥❣✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡✛❡❝t
♦❢ str❛✐♥✲r❛t❡ s❡♥s✐t✐✈✐t②✳ ❘❡❝❡♥t❧②✱ ❙❝❤❡②✈❛❡rts ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✶❪ ❡①t❡♥❞❡❞ ●✉rs♦♥✬s ♠♦❞❡❧ t♦
❡❧❧✐♣s♦✐❞❛❧ ✈♦✐❞s ✐♥ s❤❡❛r ❛♥❞ t❡♥s✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✉s✐♥❣ ❛ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❧❛✇ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❜♦t❤
❡❧❛st✐❝ r❡❣✐♠❡ ❛♥❞ ♣❧❛st✐❝ ❤❛r❞❡♥✐♥❣✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✈❡r② ❢❡✇ st✉❞✐❡s ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ ♣✉r❡ ✈♦✐❞
❝❧♦s✉r❡✳
❋r♦♠ t❤❡ ●✉rs♦♥✲❚✈❡r❣❛❛r❞ ♠♦❞❡❧✱ ❘❛❣❛❜ ❬✷✵✵✹❪ ❢♦✉♥❞ ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡
✈♦❧✉♠❡tr✐❝ str❛✐♥✲r❛t❡ ♦❢ ❛ s♣❤❡r✐❝❛❧ ✈♦✐❞✱
V˙
3E˙eV
=
q1q2
2
sinh
(
3
2
q2|TX |
)
, ✭✶✳✶✶✮
✇❤❡r❡ E˙e ✐s t❤❡ r❡♠♦t❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t str❛✐♥✱ ❛♥❞ q1 ❛♥❞ q2 ❛r❡ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②
❚✈❡r❣❛❛r❞ ❬✶✾✽✷❪✳ ■♥ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✈♦✐❞ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ r❡♠❛✐♥ s♣❤❡r✐❝❛❧✳
✷✹
✶✳✸ ▲✐t❡r❛t✉r❡ r❡✈✐❡✇
❆♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ❘✐❝❡ ❛♥❞ ❚r❛❝❡② ❬✶✾✻✾❪ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛
s♣❤❡r✐❝❛❧ ✈♦✐❞ ✐♥ ❛ r✐❣✐❞✲♣❡r❢❡❝t❧② ♣❧❛st✐❝ ♠❛tr✐① ✭m = 0✮✳ ■♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✱ t❤❡ ✈♦✐❞ ✉♥❞❡r✲
❣♦❡s ❛♥ ✉♥✐❛①✐❛❧ ❧♦❛❞✐♥❣ ✇✐t❤ ❛①✐s②♠♠❡tr✐❝ str❡ss ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❆s ♥♦ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥
❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✱ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❘❛②❧❡✐❣❤✲❘✐t③ s♦❧✉t✐♦♥s ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧
♣r✐♥❝✐♣❧❡✳ ❚❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿
v = v0 + v˜, ✭✶✳✶✷✮
✇✐t❤ v0 = E˙ · x t❤❡ r❡♠♦t❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞✱ ✇❤❡r❡ E˙ ✐s t❤❡ r❡♠♦t❡ str❛✐♥✲r❛t❡ t❡♥s♦r ❛t
✐♥✜♥✐t②✱ x ✐s t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✈❡❝t♦r✱ ❛♥❞ v˜ = DvD+vE ✐s t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ❝❤❛♥❣❡
❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ✈♦✐❞✳ ❚❤❡ ✜rst t❡r♠ vD t❤✉s ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ s♣❤❡r✐❝❛❧❧② s②♠♠❡tr✐❝
❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ✈♦✐❞✱ ✇❤❡r❡ D ✐s t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥
r❛t❡✱ ❛♥❞ vE ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ s❤❛♣❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ✈♦✐❞✳ ❯♥❞❡r ❤✐❣❤ str❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t②✱ ✐t ✐s
s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ vD ✐s ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r t❤❛t t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ vE ✱ ❛♥❞ t❤❡ ✈♦✐❞✬s s❤❛♣❡
❝❤❛♥❣❡ ❝❛♥ ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳ ❚❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❤✐❣❤ str❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t② t❤✉s ❧❡❛❞s t♦✿
v = E˙ · x+DvD. ✭✶✳✶✸✮
❚❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ F (v) ✐s ✉s❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥
❛ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞✳ ❚❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ r❛t❡ D ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s✿
D =
V˙
E˙eV
=


0.850 exp
(
2
3
TX
)
∀ TX > 0,
−0.826 exp
(
−2
3
TX
)
∀ TX < 0.
✭✶✳✶✹✮
✇❤❡r❡ E˙e =
√
2
3E˙ : E˙ ✐s t❤❡ r❡♠♦t❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t str❛✐♥✳ ❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s
t❤❛t r❡s✉❧t ❢r♦♠ t❤❡ ❘❛②❧❡✐❣❤✲❘✐t③ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳
▲✐♥❡❛r ✈✐s❝♦✉s ♠❛t❡r✐❛❧
■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ✈✐s❝♦✉s ✭♦r ◆❡✇t♦♥✐❛♥✮ ♠❛t❡r✐❛❧s m = 1✱ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ✇❡r❡
❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ❇✉❞✐❛♥s❦② ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✽✷❪ ❢♦r ❛♥ ❡①t❡♥❞❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥st❛♥t str❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t②
r❛t✐♦s TX =
σm
σ¯ ✳ ❚❤❡ ✈♦❧✉♠❡ r❛t❡ ♦❢ ❛ s♣❤❡r❡ ♠❛② ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✿
V˙
˙¯εV
=
9
4
TX . ✭✶✳✶✺✮
✷✺
❈❤❛♣t❡r ✶ ❙t❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt
◆♦♥❧✐♥❡❛r ✈✐s❝♦✉s ♠❛t❡r✐❛❧
❆♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ❇✉❞✐❛♥s❦② ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✽✷❪ st✉❞✐❡❞ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s♣❤❡r✐❝❛❧ ✈♦✐❞
✐♥ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✈✐s❝♦✉s ♠❛tr✐①✳ ❆s ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs s❤♦✇❡❞ t❤❛t
♥♦ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ❘❛②❧❡✐❣❤✲❘✐t③ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ✉s❡❞✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤
str❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t② ✭HST ✮ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ ✉s❡❞ t♦ ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ r❛❞✐❛❧❧② s②♠♠❡tr✐❝
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞✳ ❯s✐♥❣ t❤✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡tr✐❝ str❛✐♥✲r❛t❡ ♦❢
t❤❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ ✈♦✐❞ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✿
DHSTsp =
V˙
E˙eV
=
3
2
(
3m
2
|TX |+G(m)
) 1
m
∀ |TX | ≫ 1. ✭✶✳✶✻✮
■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❧♦✇ str❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t② ✭LST ✮✱ ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r ✈♦❧✉♠❡tr✐❝ str❛✐♥✲r❛t❡ ✐s
♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❚✈❡r❣❛❛r❞ ❬✶✾✽✹❪✿
DLSTsp =
V˙
E˙eV
=
3
2
(
3m
2
+G(m)
) 1
m
|TX | ∀ |TX | ≪ 1. ✭✶✳✶✼✮
■♥ t❤❡s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✱


G(m) = (1−m)(1 + (ln(3)− 2/3)m) ≈ (1−m)(1 + 0.432m) ∀ TX > 0,
G(m) = (1−m)(1 + 2π
9
√
3
m) ≈ (1−m)(1 + 0.403m) ∀ TX < 0.
✭✶✳✶✽✮
◆♦t❡ t❤❛t ❢♦r m = 1✱ G(m) = 0 ❛♥❞ ❜♦t❤ ❊qs✳ ✭✶✳✶✻✱ ✶✳✶✼✮ r❡❞✉❝❡ t♦ ❊q✳ ✶✳✶✺✳
❉✉✈❛ ❛♥❞ ❍✉t❝❤✐♥s♦♥ ❬✶✾✽✹❪ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❊qs✳ ✶✳✶✻ ❛♥❞ ✶✳✶✼ ❢♦r ❛♥② str❡ss
tr✐❛①✐❛❧✐t② r❛t✐♦s✱ ✉s✐♥❣ ❛♥ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ✈♦❧✉♠❡tr✐❝
str❛✐♥✲r❛t❡ ❢♦r ❛ s♣❤❡r❡ Dsp ❣✐✈❡s✿
Dsp =
(
V˙
E˙eV
)
sp
=
3
2
(
3m
2
|TX |+G(m)
) 1
m
+ c1|TX |+ c2 ∀ TX , ✭✶✳✶✾✮
✇❤✐❝❤✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡ ✭TX < 0✮✱ ❧❡❛❞s t♦✿
Dsp =
(
V˙
E˙eV
)
sp
=
3
2
(
−3m
2
TX + (1−m)(1 + 0.403m)
) 1
m
− c1TX + c2, ✭✶✳✷✵✮
✇❤❡r❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs c1 ❛♥❞ c2 ❛r❡ t❛❜✉❧❛t❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ m ❩❤❛♥❣ ❛♥❞ ❈✉✐ ❬✷✵✵✾❪✳ ❚❤❡ ✈♦❧✉✲
♠❡tr✐❝ str❛✐♥✲r❛t❡ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✶✷❛ ❢♦r m = 0.2✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ s❧✐❣❤t ❞✐✛❡r❡♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ ✈❛❧✉❡s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❢♦r♠✉❧❛ ❛♥❞ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜② ❇✉❞✐❛♥s❦②
❡t ❛❧✳ ❬✶✾✽✷❪ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❤✐❣❤ str❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t② ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ❛r❣✉❡❞ t❤❛t t❤❡
s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ❊q✳ ✶✳✶✻ ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡s t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ r❛t❡✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♠❛❞❡
❜② ❇✉❞✐❛♥s❦② ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✽✷❪ ♦♥ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦r ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❢♦r♠✉❧❛ ❊q✳ ✶✳✷✵ ❛♥❞ ❜♦t❤ ❊qs✳ ✶✳✶✻ ❛♥❞ ✶✳✶✼ ♦♥ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢
✈❛❧✐❞✐t② ✐s ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✶✷❜✳ ❆ ❣r❡❛t❡r ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✭❛❜♦✉t ✷✵✲✷✺✪✮ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛r♦✉♥❞
|TX | = 1✱ ✐✳❡✳ ❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❢♦r♠✉❧❛
❢♦r Dsp ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❊qs✳ ✶✳✶✻ ❛♥❞ ✶✳✶✼ ♦♥ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❞♦♠❛✐♥
♦❢ ✈❛❧✐❞✐t②✱ ❛♥❞ t❤✉s ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ s❛♠❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦r ✐s
s❧✐❣❤t❧② ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛t ✈❡r② ❧♦✇ str❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t② ✈❛❧✉❡s✱ ✇✐t❤♦✉t ❣r❡❛t ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ m✲✈❛❧✉❡✳
✷✻
✶✳✸ ▲✐t❡r❛t✉r❡ r❡✈✐❡✇
✭❛✮ m = 0.2
✭❜✮
❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✷✿ ✭❛✮ ◆♦r♠❛❧✐③❡❞ ✈♦❧✉♠❡tr✐❝ str❛✐♥✲r❛t❡ ❢♦r ❛ s♣❤❡r❡Dsp ❣✐✈❡♥ ❜② ❊q✳ ✶✳✷✵ ✭●❡♥✲
❡r❛❧✐③❡❞ ❢♦r♠✉❧❛✮✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❤✐❣❤ ❛♥❞ ❧♦✇ str❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t② ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s
❣✐✈❡♥ ❜② ❊q✳ ✶✳✶✻ ❛♥❞ ❊q✳ ✶✳✶✼✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②❀ ❛♥❞ ✭❜✮ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ ❊q✳ ✶✳✷✵ ❛♥❞ ❊q✳ ✶✳✶✻ ♦❢ ❊q✳ ✶✳✶✼ ♦♥ t❤❡✐r ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ✈❛❧✐❞✐t②✱ ❢♦r
✈❛r✐♦✉s ✈❛❧✉❡s ♦❢ m ✭❣✐✈❡♥ ❛s n = 1/m✮✳
✷✼
❈❤❛♣t❡r ✶ ❙t❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt
❆ s✐♠✐❧❛r ❛♥❛❧②s✐s ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❍❡ ❛♥❞ ❍✉t❝❤✐♥s♦♥ ❬✶✾✽✶❪✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❞❡❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❡♥♥②✲s❤❛♣❡❞ ❝r❛❝❦✳ ❚❤❡ ❘❛②❧❡✐❣❤✲❘✐t③ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✈♦❧✉♠❡tr✐❝ str❛✐♥✲r❛t❡
♦❢ ❛ ❝r❛❝❦ ❣✐✈❡s✿(
V˙
E˙eV
)
cr
=
Dcr
λ
=
1
λ
6
π
√
1 + 3m
(
|TX |+ 2
3
)
❢♦r λ≪ 1, ✭✶✳✷✶✮
✇❤❡r❡ λ = a/b ✐s ❛ s❤❛♣❡ ❢❛❝t♦r✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✶✸ ✭λ≪ 1 ❢♦r ❛ ♣❡♥♥②✲s❤❛♣❡❞ ❝r❛❝❦✮✳
❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✸✿ ❱♦✐❞ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❢r♦♠ s♣❤❡r✐❝❛❧ s❤❛♣❡ t♦ ❛ ❝r❛❝❦ ❩❤❛♥❣ ❛♥❞ ❈✉✐ ❬✷✵✵✾❪✱ ❩❤❛♥❣
❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❪✳
❯s✐♥❣ ❛♥ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡✱ ❩❤❛♥❣ ❛♥❞ ❈✉✐ ❬✷✵✵✾❪ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡
tr❛♥s✐t✐♦♥ st❛t❡ ❢r♦♠ s♣❤❡r✐❝❛❧ t♦ ✜♥❛❧❧② ❝r❛❝❦✲❧✐❦❡ ♠♦❞❡✳ ❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡
❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✿
V
V0
=
∣∣∣∣Dλ˙ exp(−DcrEe)−Dcr exp(−Dλ˙Ee)Dλ˙ −Dcr
∣∣∣∣ exp(DspEe), ✭✶✳✷✷✮
✇❤❡r❡ Dλ˙ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡✲r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛s♣❡❝t r❛t✐♦ ♦❢ ❛ s♣❤❡r✐❝❛❧ s❤❛♣❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❘❛②❧❡✐❣❤✲❘✐t③ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦♥ s♣❤❡r✐❝❛❧ ✈♦✐❞s✿
Dλ˙ =
(
λ˙
E˙e
)
= 2.5− (1−m)
[
(29− 45m)
(
1 +
3
3TX − 2
)3
− 2
9
]
. ✭✶✳✷✸✮
❙❡♠✐✲❡♠♣✐r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❋r♦♠ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❊q✳ ✶✳✷✵ ❢♦r ❛ s♣❤❡r✐❝❛❧ ✈♦✐❞ ✭❛s✲
s✉♠❡❞ t♦ r❡♠❛✐♥ s♣❤❡r✐❝❛❧✮ t❤❡ s❛♠❡ ❛✉t❤♦rs ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡❧② ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ s❡♠✐✲❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❡①✲
t❡♥s✐♦♥ ❢♦r ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ s❤❛♣❡ ❞✉r✐♥❣ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❬❩❤❛♥❣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪✳ ❚❤❡
❛✉t❤♦rs ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ t♦ ✈♦✐❞ s❤❛♣❡ λ✱ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t ✐t ❞❡♣❡♥❞s
♦♥ t❤❡ ❝✉♠✉❧❛t❡❞ str❛✐♥✱ ♦♥❧②✳ ❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t c2 ✐♥ ❊q ✶✳✷✵ ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❝✉♠✉❧❛t❡❞ str❛✐♥ ❛♥❞ ❧❡❛❞s t♦ ❊q✳ ✶✳✷✹✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ♣❛r❛♠❡t❡rs c1, c2, c3, c4
❛r❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❝✉❜✐❝ ❝❡❧❧ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥✲
t❛✐♥✐♥❣ ❛ s♣❤❡r✐❝❛❧ ✈♦✐❞ ✭❋✐❣✳ ✶✳✶✹✮✳ ❚❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ✈♦✐❞ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s
♦❢ str❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t② r❛t✐♦ |TX |✱ ❛♥❞ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❛❜❧❡s ✐♥ ❬❩❤❛♥❣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪ ❢♦r ✈❛r✐♦✉s
✈❛❧✉❡s ♦❢ m✳
◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✐♥ tr✐❛①✐❛❧✐t② r❛t✐♦ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞
✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳✶ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ str❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t② r❛t✐♦ ✇✐t❤ ❡✛❡❝t✐✈❡ str❛✐♥✳
❊q✳ ✶✳✷✹ ✐s ❛❧s♦ ✐♥ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ♣r♦❝❡ss st✉❞✐❡s ♣r❡s❡♥t❡❞
✷✽
✶✳✸ ▲✐t❡r❛t✉r❡ r❡✈✐❡✇
❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✹✿ ❚❤❡ ❝✉❜✐❝ ❝❡❧❧ ♠♦❞❡❧ ✉s❡❞ ❢♦r ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ci ✈❛❧✉❡s ❩❤❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❪✳
❛❜♦✈❡ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳✶✱ ✇❤✐❝❤ r❡❧❛t❡s t❤❛t ♣♦r❡ ❝❧♦s✉r❡ ✐s ❢❛st❡r ❢♦r ❤✐❣❤ r❡❞✉❝t✐♦♥ r❛t✐♦s
❛♥❞ ❧❛r❣❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ str❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t② ❧❡✈❡❧s✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ♣♦✇❡r ❡①♣♦♥❡♥t✱ ✐✳❡✳ ♦❢ ❛
♠❛t❡r✐❛❧ ♣r♦♣❡rt②✱ ✐s ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳
V˙
E˙eV
=
3
2
(
3m
2
|TX |+G(m)
) 1
m
+ c1|TX |+ 3c2E2e + 5c3E4e + c4. ✭✶✳✷✹✮
■♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ ❊q✳ ✶✳✷✹ ♦✈❡r t❤❡ str❛✐♥ ♣❛t❤ ✭❛ss✉♠✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t tr✐❛①✐❛❧✐t② r❛t✐♦ ❞✉r✐♥❣
❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✮ ❧❡❛❞s t♦✿
V
V0
= exp
(
−Ee
[
3
2
(
3m
2
|TX |+G(m)
) 1
m
+ c1|TX |+ c2E2e + c3E4e + c4
])
. ✭✶✳✷✺✮
❚❤❡ ❛✉t❤♦rs st✉❞✐❡❞ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ str❛✐♥
Ee ❢♦r s❡✈❡r❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ♣♦✇❡r ❡①♣♦♥❡♥ts ❛♥❞ str❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t② ❧❡✈❡❧s✳ ■t ✐s s❤♦✇♥ t❤❛t
str❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t② ♠✐❣❤t ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ✐♥❝r❡❛s❡ ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✶✺❛✱ ❛♥❞
t❤❛t ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ m ❤❛s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✶✺❜✳ ■t
✐s ♥♦t❡✇♦rt❤② t❤❛t ❧❛r❣❡ str❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t② ❤❛✈❡ ❛♥ ❡✛❡❝t s✐♥❝❡ t❤❡ ❡❛r❧✐❡st st❛❣❡s ♦❢ ✈♦✐❞
❝❧♦s✉r❡✱ ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ r❛t❡ ♦❢ ❝❧♦s✉r❡✳ ❚❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ str❛✐♥ r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ✈♦✐❞
❝❧♦s✉r❡ ✐s t❤✉s r❡❞✉❝❡❞ ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ str❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t②✳
TX
✭❛✮ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ TX ✱ ❢♦r m = 1/3
1/m
✭❜✮ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ♣♦✇❡r ❡①♣♦♥❡♥t m✱ ❢♦r TX = −3
❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✺✿ ❊✛❡❝t ♦❢ str❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t② r❛t✐♦ ❛♥❞ ♦❢ ♣♦✇❡r ❡①♣♦♥❡♥t ♦♥ ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡✱
❢r♦♠ ❩❤❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❪✳
▲❡❡ ❛♥❞ ▼❡❛r ❬✶✾✾✷✱ ✶✾✾✹❪ ❞✐s❝✉ss❡❞ t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ ●✉rs♦♥✬s ♠♦❞❡❧s r❡❣❛r❞✐♥❣ ❛ ♠❛t❡✲
r✐❛❧ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛❧✐❣♥❡❞ s♣❤❡r♦✐❞❛❧ ✈♦✐❞s ✐♥ ❛①✐s②♠♠❡tr✐❝ ❧♦❛❞✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❱❛r✐♦✉s s❤❛♣❡s
✷✾
❈❤❛♣t❡r ✶ ❙t❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt
✇❡r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ s✉❝❤ ❛s ♣❡♥♥②✲s❤❛♣❡❞✱ ♦❜❧❛t❡✱ ♣r♦❧❛t❡✱ ♦r ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ✈♦✐❞s✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs
♣r♦✈✐❞❡❞ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ r❡s✉❧ts r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ❡❧❧✐♣s♦✐❞❛❧ ✈♦✐❞s ✉♥❞❡r ✈❛r✐♦✉s tr✐✲
❛①✐❛❧✐t② r❛t✐♦s✳ ■t ✐s ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t t❤❛t ✐♥✐t✐❛❧ ✈♦✐❞ s❤❛♣❡ ♠❛② ❤❛✈❡ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♥✢✉❡♥❝❡
♦♥ ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡✳ ❘❛♥❞♦♠❧② ♦r✐❡♥t❛t❡❞ ❡❧❧✐♣s♦✐❞s ❛r❡ ❛❧s♦ ❞✐s❝✉ss❡❞✳ ■t ✐s ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ t❤❛t
✐t ✐s ❡①tr❡♠❡❧② ❞✐✣❝✉❧t t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛❝❝✉r❛t❡ r❡s✉❧ts✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ❜♦✉♥❞s ❛♥❞ ❡st✐♠❛t❡s ✇❡r❡
♣r♦♣♦s❡❞ ❜② P♦♥t❡ ❈❛st❛ñ❡❞❛ ❬✶✾✾✶❪✳ ❚❤❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❞❛t❛ ✐♥ ▲❡❡ ❛♥❞ ▼❡❛r ❬✶✾✾✹❪ ✇❡r❡
✉s❡❞ ❜② ❩❤❛♥❣ ❛♥❞ ❝♦✇♦r❦❡rs ❬❩❤❛♥❣ ❛♥❞ ❈✉✐✱ ✷✵✵✾✱ ❩❤❛♥❣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ✇✐t❤
t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❊qs✳ ✶✳✷✷ ❛♥❞ ✶✳✷✺✳
✸✵
✶✳✸ ▲✐t❡r❛t✉r❡ r❡✈✐❡✇
✶✳✸✳✸ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧s
❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜② ❩❤❛♥❣ ❛♥❞ ❈✉✐ ❬✷✵✵✾❪
❚❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❊q✳ ✶✳✷✷ ✇❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❜② ❩❤❛♥❣ ❛♥❞ ❈✉✐ ❬✷✵✵✾❪✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ✇❡r❡
❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ▲❡❡ ❛♥❞ ▼❡❛r ❬✶✾✾✹❪ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✶✻✳ ❆s ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❢♦r m = 0.33✱
t❤❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❞❛t❛ ❛r❡ ✐♥ ✈❡r② ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❢♦r ❛❧❧ t❡st❡❞
str❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t② r❛t✐♦s✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❊q✳ ✶✳✷✷ ✐♥ ❛ ❋❊ ❝♦❞❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡✐r
♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❛t t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ s❝❛❧❡ ✐♥ ❛ ✈♦✐❞✲❢r❡❡ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡② ✉s❡❞ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛
❜✐❧❧❡t ✉♥❞❡r ✉♥✐❛①✐❛❧ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✶✼✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇❛s ❛❜❧❡ t♦ ♣r❡❞✐❝t
t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ✈♦✐❞s ✇✐t❤ ✈❡r② ❣♦♦❞ ❛❝❝✉r❛❝②✱ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❈P❯ t✐♠❡
✭t❤❡ ❛✉t❤♦rs s❤♦✇❡❞ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ ✶✵✮✳
❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✻✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ✈♦✐❞ ❡✈♦❧✉t✐♦♥s✱ ✇✐t❤ m = 0.33✱ ❣✐✈❡♥ ❜② ❊q✳ ✶✳✷✷ ❛♥❞ ❜② ▲❡❡
❛♥❞ ▼❡❛r✱ ❢r♦♠ ❬❩❤❛♥❣ ❛♥❞ ❈✉✐✱ ✷✵✵✾❪✳
❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✼✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛t ✸✷✪ ❜✐❧❧❡t r❡❞✉❝t✐♦♥✱ ❢r♦♠ ❬❩❤❛♥❣ ❛♥❞ ❈✉✐✱ ✷✵✵✾❪✳
❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜② ❩❤❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❪
❩❤❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❪ ❝♦♠♣❛r❡❞ t❤❡✐r s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✭❊q✳ ✶✳✷✺✮ ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ♦❢
●✉rs♦♥ ✭●✮✱ ●✉rs♦♥✲❚✈❡r❣❛❛r❞ ✭●❚✮✱ ❇✉❞✐❛♥s❦②✲❍✉t❝❤✐♥s♦♥✲❙❧✉ts❦② ✭❇❍❙✮✱ t❤❡ r❡s✉❧ts
♦❢ ▲❡❡ ❛♥❞ ▼❡❛r ❬✶✾✾✷✱ ✶✾✾✹❪✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ✭❋❊✮ r❡s✉❧ts t❤❛t ✇❡r❡ ✉s❡❞
❢♦r ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✐s ♠❛❞❡ ❢♦r t✇♦ ✈❛❧✉❡s ♦❢ str❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t② r❛t✐♦s ❛♥❞ ✐s
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✶✽✳ ❚❤❡ ♣❧♦t ❢♦r ● ❛♥❞ ●❚✲♠♦❞❡❧s ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❊q✳ ✶✳✶✶✱ ✉s✐♥❣
t❤❡ ✈❛❧✉❡s q1 = q2 = 1✱ ❛♥❞ q1 = 1.5 ❛♥❞ q2 = 1✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ♣❧♦t ❢♦r ❇❍❙✲♠♦❞❡❧ ✇❛s
✸✶
❈❤❛♣t❡r ✶ ❙t❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt
♦❜t❛✐♥❡❞ ❊q✳ ✶✳✶✻✳ ❋♦r ✈❡r② ❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ str❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t② r❛t✐♦s TX = −2✱ ❋✐❣✳ ✶✳✶✽❛ s❤♦✇s
t❤❛t ❛❧❧ ♠♦❞❡❧s ♣r❡❞✐❝t ❛ r♦✉❣❤❧② s✐♠✐❧❛r ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ● ❛♥❞ ●✲❚
♠♦❞❡❧s s❡❡♠ t♦ s❧✐❣❤t❧② ♦✈❡r❡st✐♠❛t❡ ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡✳ ❋♦r t❤❡ ❧❡ss ❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ tr✐❛①✐❛❧✐t② r❛t✐♦
TX = −0.6✱ ❋✐❣✳ ✶✳✶✽❜ s❤♦✇s t❤❛t t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❜❡❤❛✈✐♦rs ❛r❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤✐s
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♠❛❞❡ ✐♥ t❤❡ ●✱ ●✲❚✱ ❛♥❞ ❇❍❙ ♠♦❞❡❧s✱ t❤❛t t❤❡
s♣❤❡r✐❝❛❧✴s♣❤❡r♦✐❞❛❧ ✈♦✐❞ r❡♠❛✐♥s s♣❤❡r✐❝❛❧✴s♣❤❡r♦✐❞❛❧ ❞✉r✐♥❣ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡
r✐s❡s ✇✐t❤ str❛✐♥ Ee✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ✈♦✐❞ ❞❡❢♦r♠s t♦✇❛r❞s ❛ ❝r❛❝❦✲s❤❛♣❡✳ ❚❤✐s
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ❧❡ss ♠❛r❦❡❞ ✇✐t❤ ❧❛r❣❡r ♥❡❣❛t✐✈❡ str❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t② r❛t✐♦s ✭❋✐❣✳ ✶✳✶✽❛✮✱ ❛s t❤❡
❝❤❛♥❣❡ ✐♥ s❤❛♣❡ ✐s s❧✐❣❤t❡r✳ ❚❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✇❛s ❛❧s♦ ♠❛❞❡ ❜② ▲❡❡ ❛♥❞ ▼❡❛r ❬✶✾✾✹❪✳ ❚❤✐s
✐s ❝♦❤❡r❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❤✐❣❤ tr✐❛①✐❛❧✐t② ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❇❍❙ ♠♦❞❡❧✳
✭❛✮ TX = −2 ✭❜✮ TX = −0.6
❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✽✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ♦❢ ❩❤❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❪ ✭❊q✳ ✶✳✷✺✮ ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❜❧❛❝❦
❧✐♥❡✱ ✇✐t❤ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ❋❊ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦♥ ❝❡❧❧ ♠♦❞❡❧✱ ✇✐t❤m = 0.2✱
❢r♦♠ ❬❩❤❛♥❣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪✳
❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❩❤❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❪ ✇❛s r❡❝❡♥t❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ✜♥✐t❡
❡❧❡♠❡♥t ❝♦❞❡ ❉❊❋❖❘▼✕✸❉❚▼ ❜② ❩❤❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✷❪✳ ❚❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ✈❛r✐♦✉s ♣r♦❝❡ss
♣❛r❛♠❡t❡rs ♦♥ ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡ ✇❛s st✉❞✐❡❞ ✉s✐♥❣ ✉♣s❡tt✐♥❣✱ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ❛♥❞ ♠✉❧t✐✲♣❛ss ❢♦r❣✐♥❣✳
❚❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❞✐❡✲s❤❛♣❡s ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡ ❛♥❞ t❤✉s ♠❛t❡r✐❛❧
s♦✉♥❞♥❡ss✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♠♦❞❡❧ s❤♦✇❡❞ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧t ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐t❡r❛✲
t✉r❡ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ s♣❤❡r❡ ✉♥❞❡r ❝♦♥st❛♥t ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭❋✐❣✳ ✶✳✶✽✮✱
♥♦ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✉♥❞❡r ❝♦♠♣❧❡① ❧♦❛❞✐♥❣s ✇❛s ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❚❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡
♣r❡s❡♥t❡❞ r❡s✉❧ts r❡♠❛✐♥s t❤✉s q✉❡st✐♦♥❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✐♥❞✉str✐❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❚❤✐s ♣♦✐♥t
✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺✳
❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ♠♦❞❡❧s
❆ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ♠♦❞❡❧s ✐s ♥♦✇ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞✐s❝✉ss t❤❡ r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧s
✇✐t❤✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱
t❤❡ str❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t② r❛t✐♦ TX ❛♥❞ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r m ❛r❡ t❤❡ t✇♦ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t
✇❡r❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ r❡✈✐❡✇ ♦♥ ✐♥❞✉str✐❛❧ ✐ss✉❡s ✭s❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✮✱ t❤❡
r❛♥❣❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❢♦r t❤❡ str❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t② ✈❛❧✉❡s ✐s TX = [−1, 0]✳ ❚❤✐s r❛♥❣❡ ✐s ❡①t❡♥❞❡❞ t♦
TX = [−1.2, 0] ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✳
❚❤❡ s✐♠♣❧❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❧❛✇ ✐♥ ❊q✳ ✶✳✾ t❤❛t ✐s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❛♥❞ s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧
♠♦❞❡❧s ❇✉❞✐❛♥s❦② ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✽✷❪✱ ❉✉✈❛ ❛♥❞ ❍✉t❝❤✐♥s♦♥ ❬✶✾✽✹❪✱ ❩❤❛♥❣ ❛♥❞ ❈✉✐ ❬✷✵✵✾❪✱ ❩❤❛♥❣
❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❪ ✐s ✐♥s✉✣❝✐❡♥t t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ ❤♦t ♠❡t❛❧s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳
❍♦✇❡✈❡r✱ s❡✈❡r❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ m ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡
✸✷
✶✳✸ ▲✐t❡r❛t✉r❡ r❡✈✐❡✇
♠♦❞❡❧s t♦ ♠❛t❡r✐❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✳
■♥ t♦t❛❧✱ s✐① ✈❛❧✉❡s ♦❢ str❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t② r❛t✐♦s TX ❛♥❞ t❤r❡❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ m ✇❡r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛♥❞
✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✶✾✳ ❚❤❡ s✐① ♠♦❞❡❧s ❛r❡ s②♥t❤❡t✐❝❛❧❧② r❡❝❛❧❧❡❞
✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✳✺ ✇✐t❤ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts t❤❛t ✇❡r❡ ✉s❡❞ t♦ ♣❧♦t t❤❡ ✶✽ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳
▼♦❞❡❧ ❚②♣❡ ❊q✉❛t✐♦♥ ❈♦♥st❛♥ts ✈❛❧✉❡s
❙❚❇ ❬▲❛s♥❡✱ ✷✵✵✽❪ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ ❊q✳ ✶✳✺ KC = 5
❚❛♥❛❦❛ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✽✻❪ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ ❊q✳ ✶✳✹ Cij ✭❚❛❜❧❡✳ ✶✳✻✮
●✉rs♦♥✲❚✈❡r❣❛❛r❞ ❬✶✾✽✷❪ ❆♥❛❧②t✐❝❛❧ ❊q✳ ✶✳✶✶ q1 = 1.5✱ q2 = 1
❇✉❞✐❛♥s❦② ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✽✷❪ ❆♥❛❧②t✐❝❛❧ ❊q✳ ✶✳✶✻ ✕
❉✉✈❛ ❛♥❞ ❍✉t❝❤✐♥s♦♥ ❬✶✾✽✹❪ ❆♥❛❧②t✐❝❛❧ ❊q✳ ✶✳✷✵ c1 ❛♥❞ c2 ✭❚❛❜❧❡✳ ✶✳✼✮
❩❤❛♥❣ ❛♥❞ ❈✉✐ ❬✷✵✵✾❪ ❆♥❛❧②t✐❝❛❧ ❊q✳ ✶✳✷✷ ✕
❩❤❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❪ ❙❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❊q✳ ✶✳✷✺ c1, c2, c3, c4 ✭❚❛❜❧❡✳ ✶✳✽✮
❚❛❜❧❡ ✶✳✺✿ ❊q✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ✉s❡❞ t♦ ♣❧♦t ❋✐❣✳ ✶✳✶✾✳
C00 C01 C02 C11 C12 C22
✵✳✵✶✶✹ ✵✳✽✹ ✲✷✳✹✽ ✷✳✶✼ ✶✷✳✻ ✲✶✳✾✽
❚❛❜❧❡ ✶✳✻✿ ❱❛❧✉❡s ♦❢ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts Cij ✐♥ ❊q✳ ✶✳✹✱ ❢r♦♠ ❚❛♥❛❦❛ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✽✻❪✳
m ✶✳✵ ✵✳✺ ✵✳✷ ✵✳✸ ✵✳✶ ✵✳✵✶
c1 ✵✳ ✵✳✺✾✺✶ ✵✳✼✵✻✶ ✵✳✽✵✹✾ ✵✳✾✵✵✷ ✶✳✵✵✻✻
c2 ✵✳ ✲✵✳✺✹✼✾ ✲✵✳✻✺✼✶ ✲✵✳✼✸✹✵ ✲✵✳✼✽✼✹ ✲✵✳✽✸✷✾
❚❛❜❧❡ ✶✳✼✿ ❱❛❧✉❡s ♦❢ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts c1 ❛♥❞ c2 ✐♥ ❊q✳ ✶✳✷✵ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ ❛♥❛❧②t✐❝ s♦❧✉t✐♦♥s ❢r♦♠
❉✉✈❛ ❛♥❞ ❍✉t❝❤✐♥s♦♥ ❬✶✾✽✹❪✱ t❛❜✉❧❛t❡❞ ✐♥ ❩❤❛♥❣ ❛♥❞ ❈✉✐ ❬✷✵✵✾❪✳
m ✶✳✵ ✵✳✺ ✵✳✷ ✵✳✸ ✵✳✶ ✵✳✵✶
c1 ✵✳✺✵✹✽ ✵✳✹✾✶✶ ✵✳✻✵✶✻ ✶✳✶✹✽✶ ✷✳✾✶✸✷ ✻✳✺✹✺✻
c2 ✻✳✹✻✼✺ ✵✳✽✵✵✷ ✲✵✳✻✾✽✶ ✲✹✳✷✵✷✻ ✲✶✶✳✻✹✻✹ ✲✶✺✳✸✼✼✺
c3 ✶✹✳✷✻✶✵ ✺✸✳✽✵✶✽ ✼✷✳✻✸✾✼ ✶✵✽✳✷✶✶✹ ✶✽✺✳✺✻✷✷ ✸✷✹✳✹✹✶✼
c4 ✲✵✳✸✸✼✾ ✲✵✳✷✸✶✹ ✲✵✳✶✷✹✸ ✲✵✳✷✹✽✵ ✲✵✳✻✺✶✶ ✲✶✳✾✺✼✺
❚❛❜❧❡ ✶✳✽✿ ❱❛❧✉❡s ♦❢ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts c1✱ c2✱ c3 ❛♥❞ c4 ✐♥ ❊q✳ ✶✳✷✺ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣
✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❩❤❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❪✳
❋r♦♠ ❋✐❣✳ ✶✳✶✾✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t ●✉rs♦♥✲❚✈❡r❣❛❛r❞ ❝✉r✈❡s ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❡s
♦❢ ❉✉✈❛ ❛♥❞ ❍✉t❝❤✐♥s♦♥ ❬✶✾✽✹❪ ❢♦r m = 0.01✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡✐r ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛r❡ r❛t❤❡r
❞✐✛❡r❡♥t✳ ●✉rs♦♥✲❚✈❡r❣❛❛r❞ ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r ♣❡r❢❡❝t❧②✲r✐❣✐❞ ♣❧❛st✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s ✭✇❤✐❝❤
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❝❛s❡ m = 0✮✳ ❚❤❡ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❜♦t❤
♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ s♣❤❡r✐❝❛❧ ✈♦✐❞✳
❚❤✐s ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r ❧❛r❣❡r m ✈❛❧✉❡s✱ ❛s t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ●✉rs♦♥✲❚✈❡r❣❛❛r❞ ✐s ✈❛❧✐❞
❢♦r ♣❡r❢❡❝t❧②✲r✐❣✐❞ ♣❧❛st✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s✱ ❡①❝❧✉s✐✈❡❧②✳
❚❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r m ✇❛s ♥❡✐t❤❡r ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❜♦t❤ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s
✭❙❚❇ ▲❛s♥❡ ❬✷✵✵✽❪✱ ❚❛♥❛❦❛ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✽✻❪✮✳
❚❤❡ ❝✉r✈❡s ❢r♦♠ ❇✉❞✐❛♥s❦② ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✽✷❪ ♠♦❞❡❧ t❡♥❞s t♦ ❣❡t ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ ♦♥❡s ♦❢ ❉✉✈❛ ❛♥❞
❍✉t❝❤✐♥s♦♥ ❬✶✾✽✹❪ ❢♦r TX ≤ 1✳ ❚❤✐s ✐s ❝♦❤❡r❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❉✉✈❛ ❛♥❞ ❍✉t❝❤✐♥s♦♥
✸✸
❈❤❛♣t❡r ✶ ❙t❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt
❬✶✾✽✹❪ ✐s ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❇✉❞✐❛♥s❦② ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✽✷❪ ✭❜❛s❡❞ ♦♥ ❤✐❣❤ tr✐❛①✐❛❧✐t② ❛ss✉♠♣t✐♦♥✮ t♦
❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ TX ✳ ❇♦t❤ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ✈✐s❝♦✉s ♠❛t❡r✐❛❧s
✭m = 1✮✱ s✐♥❝❡ ❜♦t❤ ❡q✉❛t✐♦♥s r❡❞✉❝❡ t♦ ❊q✳ ✶✳✶✺ ❢♦r ❧✐♥❡❛r❧② ✈✐s❝♦✉s ♠❛t❡r✐❛❧s✳
❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ♠❛❞❡ ✐♥ ❩❤❛♥❣ ❛♥❞ ❈✉✐ ❬✷✵✵✾❪ ❛♥❞ ❩❤❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❪ ❝♦✈❡r❡❞ t❤❡
r❛♥❣❡ −2.7 < TX < −0.33 ✭✐♥ ❋✐❣s✳ ✶✳✶✻ ❛♥❞ ✶✳✶✽✮✳ ❇♦t❤ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ✇❡r❡ ♠❛❞❡ ❢♦r ❛
s✐♥❣❧❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ m ✭❢♦r m = 0.33 ❛♥❞ ❢♦r m = 0.2✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮✳ ■♥ ❋✐❣✳ ✶✳✶✾✱ ❜♦t❤ ♠♦❞❡❧s
❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ♦✈❡r t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❢♦r TX ✱ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ m✳ ❘❛t❤❡r ❣♦♦❞
❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ ♠♦❞❡❧s ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ♦✈❡r t❤❡ r❛♥❣❡ −1.2 < TX < −0.4 ❛s ✇❡❧❧✱
♥♦t❛❜❧② ❢♦r t❤❡ ✈❛❧✉❡ m = 0.3✳ ❱♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛r♦✉♥❞ s✐♠✐❧❛r str❛✐♥ ✈❛❧✉❡s✳
❱♦✐❞ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s r♦✉❣❤❧② s✐♠✐❧❛r✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ❛ ❢❡✇ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ♠❛② ❜❡ ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t✳ ❚❤❡
❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♣r♦✈✐❞❡s ♠♦♥♦t♦♥♦✉s ❝✉r✈❡s✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐♥❞✉❝❡s
s❡✈❡r❛❧ ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ s❧♦♣❡✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ❛❧s♦ ❡①❤✐❜✐ts ❛♥ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ✜♥❛❧ ❝❧♦s✉r❡✱ ✉♥❧✐❦❡ t❤❡
❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ♣r❡s❡♥ts ❛ r❛t❤❡r st❡❡♣ ❞❡❝r❡❛s❡ ✉♥t✐❧ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❝❧♦s✉r❡✳
▲❛r❣❡r ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r t❤❡ ❧❡ss ❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ tr✐❛①✐❛❧✐t② ✈❛❧✉❡s ✭−0.2 <
TX < 0.0✮✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r ❡①tr❡♠❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢m ✭m→ 0 ❛♥❞m = 1✮✳ ❙✉❝❤ ✈❛❧✉❡s ♦❢ tr✐❛①✐❛❧✐t②
✇❡r❡ ✉♥❢♦rt✉♥❛t❡❧② ♥♦t ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛♣❡rs✱ ❜✉t ♠❛② r❡q✉✐r❡ ❢✉❧❧ ❛tt❡♥t✐♦♥✱ ❛s t❤❡②
❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦✳ ❱❡r② ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥✐t✐❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉rs
❛r❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ s❡♠✐✲❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✳ ▲❡t ✉s ✜♥❛❧❧②
♥♦t❡ t❤❛t✱ ❢♦r t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ str❛✐♥ t❤❛t ✐s r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ❝♦♠♣❧❡t❡ ❝❧♦s✉r❡
✉s✐♥❣ TX = 0.0 ✐s ❧♦✇❡r t❤❛♥ ❢♦r TX = −0.2✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣❤②s✐❝❛❧❧② ❝♦✉♥t❡r✲✐♥t✉✐t✐✈❡✳ ❚❤❡ ❜❡st
❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❛♥❞ s❡♠✐✲❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r TX = −0.4✱
✐✳❡✳ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ♦❢ ✉♥✐❛①✐❛❧ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ✭TX = −13✮✳ ❚❤❡ ❝✉r✈❡s ❛❧s♦ s❤♦✇
❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❙❚❇ ♠♦❞❡❧✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ✈❛❧✉❡ m = 1 ✭❛❧t❤♦✉❣❤ s✉❝❤ ❛ ✈❛❧✉❡
r❡♠❛✐♥s ❡①❝❡ss✐✈❡❧② ❡❧❡✈❛t❡❞ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ r❛♥❣❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✇✐t❤✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✮✳
❚❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❚❛♥❛❦❛ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✽✻❪ s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡s ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡✱
❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ t❡♥❞❡♥❝② r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ str❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t② ✐s r❡s♣❡❝t❡❞✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ✇✐t❤ str❛✐♥ r❡♠❛✐♥s r❛t❤❡r ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧
♠♦❞❡❧s✳
✸✹
✶✳✸ ▲✐t❡r❛t✉r❡ r❡✈✐❡✇
TX m = 0.01 m = 0.3 m = 1
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✾✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♠♦❞❡❧s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✳✺ ✭❙❚❇ ♠♦❞❡❧ ❬▲❛s♥❡✱ ✷✵✵✽❪✱ ❚❛♥❛❦❛
❡t ❛❧✳ ❬✶✾✽✻❪✱ ●✉rs♦♥✲❚✈❡r❣❛❛r❞ ❬✶✾✽✷❪✱ ❇✉❞✐❛♥s❦② ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✽✷❪✱ ❉✉✈❛ ❛♥❞
❍✉t❝❤✐♥s♦♥ ❬✶✾✽✹❪✱ ❩❤❛♥❣ ❛♥❞ ❈✉✐ ❬✷✵✵✾❪ ❛♥❞ ❩❤❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❪✮ ♦✈❡r t❤❡
r❛♥❣❡ −1.2 < TX < 0.0 ❛♥❞ ❢♦r m = {0.01, 0.3, 1}✳
✸✺
❈❤❛♣t❡r ✶ ❙t❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt
✶✳✸✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s
❚✇♦ ♠❛✐♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ t♦ st✉❞② ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡✿ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝
❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ t❤❡ ♠✐❝r♦✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✳
• ❯s✐♥❣ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ st✉❞② ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛❝❝✉✲
r❛t❡ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✈♦✐❞s✱ ♣r♦❝❡ss✮✳ ■♠♣♦rt❛♥t ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ❛r❡ ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t
✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ r❡❣❛r❞✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❞❡s✐❣♥✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ✈❡r② ❧✐♠✐t❡❞
❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧ts ❡♥t✐r❡❧② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ♣r♦❝❡ss✲❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ ✐♥✐t✐❛❧
♣♦r♦s✐t② st❛t❡ ✭❣❡♦♠❡tr② ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥✮✳ ❆ ❢✉❧❧ ❡①♣❧✐❝✐t ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐s s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧②
r❡q✉✐r❡❞ ❛♥❞ ♥♦ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡ ❞✐s♣❛r✐t② ❜❡✲
t✇❡❡♥ ✈♦✐❞s ❛♥❞ ✇♦r❦♣✐❡❝❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❢✉❧❧✲✜❡❧❞ ❡①♣❧✐❝✐t
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ❛t t❤❡ ✇♦r❦♣✐❡❝❡ s❝❛❧❡ ✉s✉❛❧❧② ✐♥✈♦❧✈❡s ✈❡r② ❤❡❛✈② ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳
• ❚❤❡ ♠✐❝r♦✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐s♦✲
❧❛t❡❞ ✈♦✐❞ ✐♥ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ♠❛tr✐① ✉♥❞❡r ❝♦♥st❛♥t ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❧♦❛❞✐♥❣s✳ ❚❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧
❛♥❛❧②s✐s r❡q✉✐r❡s ❛ r❛t❤❡r ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ♠❛✲
t❡r✐❛❧✬s ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❛♥❞ ✐♥✐t✐❛❧ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ✈♦✐❞ s❤❛♣❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ r❡♠❛✐♥s
q✉❡st✐♦♥❛❜❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✐♥❞✉str✐❛❧ ✐ss✉❡s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ✐s ❛t ♣r❡s❡♥t ❛ ❧❛❝❦
♦❢ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❝❛s❡s r❡❣❛r❞✐♥❣ s✉❝❤ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳
❋r♦♠ t❤❡ ♠♦st ❛❞✈❛♥❝❡❞ st✉❞✐❡s✱ ❡♠♣✐r✐❝❛❧✱ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❛♥❞ s❡♠✐✲❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ✇❡r❡
❞✐s❝✉ss❡❞✳ ❚❤❡ ❙❚❇ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❚❛♥❛❦❛ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✽✻❪ ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧
r❡s✉❧ts t❤❛t ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡② ✇❡r❡ ✐♥✐✲
t✐❛❧❧② ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s♣❤❡r✐❝❛❧ ✈♦✐❞s ✉s✐♥❣ ❛ ❣✐✈❡♥ ♠❛t❡r✐❛❧ ❧❛✇✳ ❇♦t❤ ♠♦❞❡❧s
r❡s♣❡❝t t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ t❡♥❞❡♥❝② r❡❧❛t✐✈❡ t♦ str❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t② r❛t✐♦✳ ❚❤❡② ❞♦ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥②
❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ t♦ ♠❛t❡r✐❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✳ ❋✉rt❤❡r ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦♥✲
s✐❞❡r ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♥❡✇ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♠✐❣❤t ❛t ❜❡st ♣r❡❞✐❝t ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡
❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❣❡♦♠❡tr② ❛♥❞ ❛ ❣✐✈❡♥ ♠❛t❡r✐❛❧✱ ❛♥❞ ♠✉st ❜❡ r❡♣❡❛t❡❞ ❢♦r ❛♥② ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳
●❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s ❛t ♣r❡s❡♥t ♥♦t ♣❡r♠✐tt❡❞ ✉s✐♥❣ s✉❝❤ ♠♦❞❡❧s✳
❆♠♦♥❣ ❛❧❧ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s✱ t❤❡ ♦♥❡ ❢r♦♠ ❩❤❛♥❣ ❛♥❞ ❈✉✐ ❬✷✵✵✾❪ s❡❡♠s t♦ ❜❡ t❤❡ ♠♦st
❛❞✈❛♥❝❡❞ ❛s ✐t ❝♦✈❡rs t❤❡ ❧❛r❣❡st r❛♥❣❡ ♦❢ str❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t② r❛t✐♦s✱ ♠❛t❡r✐❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✱ ❛♥❞
❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ✈♦✐❞ s❤❛♣❡ ❞✉r✐♥❣ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ♠♦❞❡❧ s✉✛❡rs ❢r♦♠
❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❛s ✇❡❧❧✳ ❋✐rst❧②✱ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ s♣❤❡r❡ ✐s ❡①❝❧✉s✐✈❡❧② ♣r❡❞✐❝t❡❞✱ ❛❧t❤♦✉❣❤
✐t ✇❛s s❤♦✇♥ ❬▲❡❡ ❛♥❞ ▼❡❛r✱ ✶✾✾✹❪ t❤❛t ✐♥✐t✐❛❧ ✈♦✐❞ s❤❛♣❡ ♠✐❣❤t s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡
t❤❡ ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ t❤❡ r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ r❡♠❛✐♥s q✉❡st✐♦♥❛❜❧❡
❛s t❤❡r❡ ✐s ❛ ❧❛❝❦ ♦❢ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❝❛s❡s ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ s♦♠❡ ❝♦✉♥t❡r✲✐♥t✉✐t✐✈❡
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ♠❛❞❡ ❛t ❧♦✇ ❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ str❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t② r❛t✐♦s ✭❋✐❣✳ ✶✳✶✾✮✳
❚❤❡ s❡♠✐✲❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢r♦♠ ❩❤❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❪ s✉✛❡rs ❢r♦♠ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s
❛s t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❢r♦♠ t❤❡ s❛♠❡ ❛✉t❤♦r✳ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ✐♥✐t✐❛❧ ✈♦✐❞s ❛r❡ ❡①❝❧✉s✐✈❡❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
❛♥❞ ❛ ❧❛❝❦ ♦❢ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❝❛s❡s ✇❛s st❛t❡❞✳
❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ ♦❢ ✈♦✐❞s ✭♠♦r♣❤♦❧♦❣②✮ ✇✐❧❧ t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ ✐♥t❡♥s✐✈❡❧② st✉❞✐❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤✐s
✇♦r❦✱ ❛s ❝♦♠♣❧❡① ❣❡♦♠❡tr✐❡s ✇❡r❡ ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ✐♥ t❤❡ ✐♥❞✉str✐❛❧ r❡✈✐❡✇✱ ❛♥❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
t❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❛t ✇❛s q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② ❡①❤✐❜✐t❡❞ ✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ t♦
♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ st❛t❡ ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❜❡ ❢✉rt❤❡r st✉❞✐❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡tt❡r ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ♦✈❡r
t❤❡ ❡♥t✐r❡ r❛♥❣❡ ♦❢ str❡ss✲tr✐❛①✐❛❧✐t② ❛♥❞ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs
✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❜❡ ❢✉rt❤❡r st✉❞✐❡❞✱ ♥♦t❛❜❧② r❡❣❛r❞✐♥❣ ❛❝t✉❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉rs ♦❢ ❤♦t ♠❡t❛❧s ✭❡✳❣✳ str❛✐♥
❤❛r❞❡♥✐♥❣ ♦r s♦❢t❡♥✐♥❣ ❡✛❡❝ts✮✳
❚♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛❧❧ t❤❡s❡ ♥❡✇ ✐♥✢✉❡♥❝❡s✱ ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ st✉❞✐❡❞ ❛t t❤❡ ♠❡s♦✲s❝❛❧❡✱
✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ✈♦❧✉♠❡ ❡❧❡♠❡♥t✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣✲
t❡r ✷✳
✸✻
❈❤❛♣t❡r ✷
❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡s♦✲s❝❛❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤
❈♦♥t❡♥ts
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❘és✉♠é ❢r❛♥ç❛✐s
❊t❛♥t ❞♦♥♥é❡s ❧❡s ❢♦rt❡s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❞❡s ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡s ❡♥ ❝❤❛♠♣ ❝♦♠♣❧❡t✱
❡t ♠✐❝r♦✲❛♥❛❧②t✐q✉❡✱ ♣rés❡♥té❡s ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ t②♣❡ ♠és♦✲s❝♦♣✐q✉❡
❡st ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳
▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ✈♦❧✉♠❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐❢ ✭❱❊❘✮ ❡st ♣rés❡♥té❡✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐✈❡s ❞❡s tr❛❥❡ts ❞❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t t❤❡r♠♦✲♠é❝❛♥✐q✉❡s ✐♥✲
❞✉str✐❡❧s ❡st ❞é❝r✐t❡✳ ■❧ ❡st ♠♦♥tré q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡s♣❡❝t❡r ✉♥ ♣r♦✜❧ ❞❡
tr✐❛①✐❛❧✐té ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r ✉♥ tr❛❥❡t ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❢❛ç♦♥ très ♣ré❝✐s❡✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡
♣❡r♠❡t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❞❡s ❣r❛♥❞❡✉rs ♠é❝❛♥✐q✉❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ✭tr✐❛①✐❛❧✐té ❞❡s ❝♦♥✲
tr❛✐♥t❡s✱ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥✮✱ ❡♥ ❞é♣✐t ❞❡ ❧❛ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐té ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
✉t✐❧✐sé❡✳
▲❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡s ✸❉ ❞❡ ❱❊❘ ❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥ ♣♦r❡ ré❡❧ ❞♦♥t ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ❛ été
♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ♠✐❝r♦t♦♠♦❣r❛♣❤✐❡ ❡st ❡♥s✉✐t❡ ❞é❝r✐t❡✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬é❧❧✐♣s♦ï❞❡s ❞❡ ♠♦r♣❤♦❧♦✲
❣✐❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✱ ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✬✐♥❡rt✐❡ ❞❡ ♣♦r❡s ré❡❧s✱ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❞ét❛✐❧❧é❡✳ ❯♥❡
✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ✜♥❛❧❡♠❡♥t ♣rés❡♥té❡✳
▲✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ✭t❛✐❧❧❡ ❞❡ ♠❛✐❧❧❡ ❡t ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞✉ ❱❊❘✮ s✉r ❧❡s
rés✉❧t❛ts ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❡st ❞✐s❝✉té❡ ❡t ✉♥ ❥❡✉ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❛ss✉r❛♥t ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ❞❡s rés✉❧t❛ts
❡st ❞♦♥♥é✳
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ✉♥ ❝❛s ❞❡ r❡❢❡r♠❡t✉r❡ ❞✬✉♥ ♣♦r❡ ré❡❧ ❞❛♥s ✉♥ ❱❊❘ ❛✈❡❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉①
❧✐♠✐t❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐✈❡s ❞✬✉♥ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ✐♥❞✉str✐❡❧ ré❡❧ ❡st ❝♦♠♣❛ré❡ à ✉♥ ❝❛s ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞✉ ♣r♦❝é❞é ✐♥❞✉str✐❡❧ ❝♦♥❝❡r♥é✳ ▲✬❛❝❝♦r❞ ❡st très ❜♦♥ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞✉
✈♦❧✉♠❡ ❡t ❧❡ ❣❛✐♥ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢✳
✸✽
✷✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
✷✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❚❤❡ ✜♥❛❧ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤✐s P❤❉ ✇♦r❦ ✐s t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ r❡❧✐❛❜❧❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ t♦♦❧ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡
✐♥❞✉str✐❛❧❧② ✉s❡❞ ❢♦r ♣r♦❝❡ss ❞❡s✐❣♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡ ❡✣❝✐❡♥❝②✳ ❋r♦♠ ❛♥ ✐♥❞✉str✐❛❧
♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ s✉❝❤ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ t♦♦❧ s❤❛❧❧ t❤❡r❡❢♦r❡ ❢✉❧✜❧❧ t❤❡ t✇♦ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✿
✐✮ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡ ❛♥❞
✐✐✮ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡✳
❆s ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✱ t❤❡ ❢✉❧❧✲✜❡❧❞ ❡①♣❧✐❝✐t ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐s ♦❢t❡♥ ✉s❡❞ ✐♥
t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❡♥t✐r❡ ✇♦r❦♣✐❡❝❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❡①♣❧✐❝✐t ✈♦✐❞s✳ ❯s✐♥❣ ❛❞❡q✉❛t❡ ♥✉♠❡r✲
✐❝❛❧ ❢❡❛t✉r❡s ✭❡✳❣✳ ♠❡s❤ s✐③❡✱ t✐♠❡ st❡♣✮✱ t❤✐s ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♠❛② ❜❡❝♦♠❡ ❡①tr❡♠❡❧② ❛❝❝✉r❛t❡
❢♦r st✉❞②✐♥❣ ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡ ✐♥ r❡❛❧ ♣r♦❝❡ss ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ❣✐✈❡♥ ❝❛s❡ st✉❞②✳ ❨❡t✱
t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧ts ♥❛t✉r❛❧❧② ❛r❡ ❝❛s❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ❚❤✐s r❡♠❛r❦ ♠❛❦❡s t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ♣❛r✲
t✐❝✉❧❛r❧② ✉♥s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❛ s✉st❛✐♥❛❜❧❡ ✐♥❞✉str✐❛❧ ✉s❡✱ ❛s ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✉❛❧
✈♦✐❞ st❛t❡ ✐s r❡q✉✐r❡❞✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡r❡ ✐s ❛t ♣r❡s❡♥t ❛ ❧❛❝❦ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦ ❡❛s✐❧②
❛♥❞ ♣r❡❝✐s❡❧② ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ st❛t❡ ♦❢ ✈♦✐❞s ✐♥ t❤❡ ✇♦r❦♣✐❡❝❡s ❞✉r✐♥❣ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳ ▼❡t✲
❛❧❧♦❣r❛♣❤② ♠❛② ♣r♦✈✐❞❡ ❤✐❣❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐♠❛❣✐♥❣ ♦❢ ✈♦✐❞s✱ ❜✉t ✐t ✐s ❛ ❞❡str✉❝t✐✈❡ t❡❝❤♥✐q✉❡✳
❯❧tr❛s♦♥✐❝ t❡st✐♥❣ ✐s ♥♦♥✲❞❡str✉❝t✐✈❡ ❛♥❞ ♠❛② ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❣♦♦❞ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❜✉t t❤❡ ❛❝t✉❛❧
✈♦✐❞ s❤❛♣❡ ✐s ❝❛♣t✉r❡❞ ✇✐t❤ ❛ r❛t❤❡r ❧♦✇ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ❳✲r❛② ♠✐❝r♦t♦♠♦❣r❛♣❤② ♠✐❣❤t s❤♦✇
❣r❡❛t ✐♥t❡r❡st ❛s ✐t ✐s ❛❧s♦ ♥♦♥✲❞❡str✉❝t✐✈❡ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈♦✐❞
s❤❛♣❡❀ ❤♦✇❡✈❡r ✐t ✐s ❛ r❛t❤❡r ❝♦st❧② t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛♥❞ ✐s ✉♥❢♦rt✉♥❛t❡❧② ❧✐♠✐t❡❞ t♦ r❡❧❛t✐✈❡❧②
s♠❛❧❧ s❛♠♣❧❡s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✈♦✐❞s ✐s ❦♥♦✇♥ t♦ ❜❡ ❛ t②♣✐❝❛❧ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ ❧❛r❣❡ ✇♦r❦✲
♣✐❡❝❡s✳ ❚♦ s✉♠♠❛r✐③❡✱ t❤❡ ❢✉❧❧✲✜❡❧❞ ❡①♣❧✐❝✐t ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❛t t❤❡ ✇♦r❦♣✐❡❝❡ s❝❛❧❡ ❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡
❛♥ ❡①❝❡❧❧❡♥t ❜✉t ❝♦st❧② s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✐♥ ❛❝❝✉r❛t❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭♣❛r✲
t✐❛❧❧② ❢✉❧✜❧❧✐♥❣ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ✭✐✮✮✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s ✐t ✉♥s✉✐t❛❜❧❡ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥
❢r♦♠ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✳ ❘❡q✉✐r❡♠❡♥t ✐✐✮ ✐s ❛♥②✇❛② ❢❛r ❢r♦♠ ❜❡✐♥❣ ❢✉❧✜❧❧❡❞✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ t❤❡ ❤❡❛✈② ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞✳
▼❡❛♥✲✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧s ❛♣♣❡❛r t♦ ❜❡ ❡①❝❡❧❧❡♥t ❝❛♥❞✐❞❛t❡s t♦ ❢✉❧✜❧❧ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ✭✐✐✮✳ ❆ ♠❡❛♥✲
✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ✐s ❛❜❧❡ t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✭❡✳❣✳ ✈♦✐❞
✈♦❧✉♠❡✮ ❛t ❛♥② ♣♦✐♥t ♦❢ ❛ ✇♦r❦♣✐❡❝❡ ❞✉r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡② ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❛ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❝♦❞❡✱ ❛s t❤❡② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥
♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ✜❡❧❞s ✭t②♣✐❝❛❧❧② str❡ss ❛♥❞ str❛✐♥✮ ❛♥❞ ❛ s❡t ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤✐s ♣r❡✲
❞✐❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛t ❛♥② ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t✱ ♣r♦✈✐❞✐♥❣
♠❛♣s ♦❢ ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡✳ Pr♦❝❡ss ❞❡s✐❣♥ ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡s❡ ♠❛♣s✳ ❊①✐st✐♥❣ ♣r❡✲
❞✐❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢r♦♠ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✇❡r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❚❤❡② ✇❡r❡ ❡✐t❤❡r ♦❜t❛✐♥❡❞
❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② ❬❇✉❞✐❛♥s❦② ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✽✷✱ ❉✉✈❛ ❛♥❞ ❍✉t❝❤✐♥s♦♥✱ ✶✾✽✹✱ ❩❤❛♥❣ ❛♥❞ ❈✉✐✱ ✷✵✵✾❪✱
s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② ❬❩❤❛♥❣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪✱ ♦r ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② ❬❚❛♥❛❦❛ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✽✻✱ ▲❛s♥❡✱ ✷✵✵✽❪✳ ❆
❝❡rt❛✐♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ✇❡r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✱ ♠❛❦✐♥❣ s✉❝❤
❢✉♥❝t✐♦♥s ✉♥s✉✐t❛❜❧❡ t♦ ❢✉❧✜❧❧ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ✭✐✮✳ ❲✐t❤✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ❛ ♥❡✇ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧
✐s s♦✉❣❤t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡tt❡r ♣r❡❞✐❝t ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳
❱♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡ ✐s ✐♥ ❢❛❝t ❛ ♠✐❝r♦✲s❝❛❧❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ■t ✐s ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② ❧♦❝❛❧ t❤❡r♠♦✲♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧
✜❡❧❞s✱ ♥♦ ♠❛tt❡r t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ t❤❡r♠♦✲♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ✜❡❧❞s ✐♥ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ✇♦r❦♣✐❡❝❡✳ ❚❤❡
✉s❡ ♦❢ ❛ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❱♦❧✉♠❡ ❊❧❡♠❡♥t ✭❘❱❊✮ ✇❛s ❝❤♦s❡♥ t♦ s❡♣❛r❛t❡ ♠❛❝r♦✲ ❛♥❞ ♠✐❝r♦✲
s❝❛❧❡s✳ ❱♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡ ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ st✉❞✐❡❞ ❛t t❤❡ ♠✐❝r♦✲s❝❛❧❡ ✉s✐♥❣ ❛ ❢✉❧❧✲✜❡❧❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥
✭❡♥❛❜❧✐♥❣ t❤❡ ❜❡st ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞❡t❛✐❧s✮ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡
♦❢ ✇❤❛t ❛ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣♦✐♥t ✉♥❞❡r❣♦❡s ❞✉r✐♥❣ ✐♥❞✉str✐❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s✳
❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛♥ ❘❱❊ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ t♦♦❧ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ ✈❛r✐♦✉s ✐♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ♣r❡s❡♥ts ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s t♦♦❧✳ ❋✐rst✱
✸✾
❈❤❛♣t❡r ✷ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡s♦✲s❝❛❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤
t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ■t ✐s ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠❡s❤❡s ❢♦r t❤❡ ❘❱❊✳
✷✳✷ ●❡♥❡r❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s
❚❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ ♠✐❝r♦✲ ❛♥❞ ♠❛❝r♦✲s❝❛❧❡s r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ✈♦✐❞ ❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥s ❛r❡ s♠❛❧❧ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✇♦r❦♣✐❡❝❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❋r♦♠ t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ t✇♦ ♠❛✐♥
❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡✿
✶✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✈♦✐❞s ✐♥ ❛ ✇♦r❦♣✐❡❝❡ ❤❛s ♥♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ✇♦r❦♣✐❡❝❡✳ ❚❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡s t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢r♦♠ t❤❡ ♦♥❡
♦❢ ●✉rs♦♥✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♠♦❞✐✜❡s t❤❡ ②✐❡❧❞ str❡ss
♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦✱ ✐t ✐s ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ❛s ✐♥✐t✐❛❧ ✈♦✐❞ ❢r❛❝t✐♦♥ ✐s
❣❡♥❡r❛❧❧② ✈❡r② ❧♦✇✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐t ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ ❛♥❞ t❡♥❞ t♦ ③❡r♦✳
✷✳ ❚❤❡ t❤❡r♠♦✲♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ✜❡❧❞s t❤❛t ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ s❝❛❧❡ ❛r❡ ❝♦♥✲
s✐❞❡r❡❞ ❛s ❧♦❝❛❧❧② ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s r❡♠♦t❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛t
t❤❡ ❘❱❊✲s❝❛❧❡✳
❚❤❡s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺✳
✹✵
✷✳✸ ❇♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
✷✳✸ ❇♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❚❤❡ ❘❱❊ ✐s ❛ ❝✉❜♦✐❞ ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s Dx✱ Dy ❛♥❞ Dz✳ ❚❤r❡❡ s②♠♠❡tr② ♣❧❛♥❡s (Oxy)✱ (Oyz)✱
❛♥❞ (Oxz) ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞✳ ❚❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ t❤r❡❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♣❧❛♥❡s
♦❢ t❤❡ ❘❱❊✱ ✐✳❡✳ ✐♥ ❡❛❝❤ s♣❛t✐❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣ ✷✳✶✳ ■t ✐s ❝❤♦s❡♥ t♦ ❛♣♣❧② ❛
♥♦r♠❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ❛❧♦♥❣ z✲❛①✐s✱ ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧ str❡ss❡s ❛❧♦♥❣ x ❛♥❞ y✲❛①❡s✳ ❚❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ♣r❡s❡♥ts
t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ❜♦t❤ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ st❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ str❡ss
st❛t❡✳
❘❱❊
σxx
σyy
Vz
Dz
Dy
Dx
x
y
z
O
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✿ ❘❱❊ ✇✐t❤ ✐♠♣♦s❡❞ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳
❊q✉✐✈❛❧❡♥t str❛✐♥✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s str❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t② r❛t✐♦ ✇❡r❡ s❤♦✇♥ t♦ ❤❛✈❡ ✜rst ♦r❞❡r ✐♥✲
✢✉❡♥❝❡s ♦♥ ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡✳ ❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✶✱ t❤✐s ✇❛s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡
♠✐❝r♦✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❬❇✉❞✐❛♥s❦② ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✽✷✱ ❉✉✈❛ ❛♥❞ ❍✉t❝❤✐♥s♦♥✱ ✶✾✽✹✱ ▲❡❡ ❛♥❞
▼❡❛r✱ ✶✾✾✹❪✱ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❡①♣❧✐❝✐t ❛♣♣r♦❛❝❤ ❬❚❛♥❛❦❛ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✽✻✱ ❙tå❤❧❜❡r❣✱ ✶✾✽✻❪ ❛♥❞
♠♦r❡ r❡❝❡♥t❧② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❡s♦✲s❝❛❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❬❩❤❛♥❣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪✳
❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t❤✉s t♦ ✐♠♣♦s❡ ❛ ❣✐✈❡♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ str❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t② r❛t✐♦ ✈s✳ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t
str❛✐♥✳ ❙tr❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t② r❛t✐♦ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s TX =
σm
σ¯ ✱ ✇❤❡r❡ σm =
1
3tr(σ) ✐s t❤❡ ♠❡❛♥
str❡ss ❛♥❞ σ¯ =
√
3
2σ : σ ✐s t❤❡ ✈♦♥ ▼✐s❡s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t str❡ss✳ ❊q✉✐✈❛❧❡♥t str❛✐♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s
ε¯ =
√
2
3ε : ε✳
✷✳✸✳✶ ❘❡❛❧ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ✜❡❧❞s ✇❡r❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② r❡❝♦r❞❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣♦✐♥t tr❛❝❦✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✱ ❞❡s❝r✐❜❡❞
✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✹✳ ❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❛♥❣❡s ✇❡r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢
str❛✐♥✲r❛t❡s ˙¯ε = ❬✵✳✵✶✱ ✶✵❪ s−1✱ ❛♥❞ str❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t② r❛t✐♦ TX = [−1, 0]✳ ❚❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ st❡❡❧
❤♦t r♦❧❧✐♥❣ ❢r♦♠ ❆s❝♦♠❡t❛❧ ✐s ✉s❡❞ ❛s ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐✈❡ ❡①❛♠♣❧❡✳ ❚✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❜♦✉♥❞❛r②
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ✐♠♣♦s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❘❱❊✳ ❱❛❧✉❡s ❢♦r zz✲str❛✐♥ ❛♥❞ xx✲ ❛♥❞ yy✲str❡ss❡s t❤❛t ✇❡r❡
♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✈♦✐❞✲❢r❡❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣♦✐♥t ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛s s✉❝❤ ♦♥ t❤❡ t❤r❡❡
❞✐r❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❘❱❊✳
❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ✇❡r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t s❡✈❡r❛❧ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ❘❱❊ ❛♥❞ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ✇❛s ✈❡r✐✜❡❞
t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ❘❱❊ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✷✳✷✮✳ ▲♦❝❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛t t❤❡ ❡❞❣❡s ♦❢
✹✶
❈❤❛♣t❡r ✷ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡s♦✲s❝❛❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤
t❤❡ ❝✉❜♦✐❞✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✉s✐♥❣ ❛
s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡ ❘❱❊✱ t❤❡s❡ ❧♦❝❛❧ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✇✐❧❧ ♥♦t ✐♠♣❛❝t t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ str❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t②
r❛t✐♦ ✐♥ t❤❡ ③♦♥❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❘❱❊✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❘❱❊ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✐s
❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✳✷✳
❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✿ ❱❛❧✉❡ ♦❢ str❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t② r❛t✐♦ ✐♥ t❤❡ ❘❱❊ ✉♥❞❡r ❤♦t r♦❧❧✐♥❣ ❇❈✳
❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ♠❡❛s✉r❡❞ ✉s✐♥❣ ♣♦✐♥t tr❛❝❦✐♥❣ ❢♦r ❛ ❝❡♥tr❛❧ ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ ❘❱❊ ❛r❡ t❤❡♥ ❝♦♠✲
♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦♥❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦❝❡ss s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ xx✲ ❛♥❞ yy✲str❡ss❡s ❛♥❞
zz✲str❛✐♥ ✇❛s ✈❡r✐✜❡❞ ✐♥ ❋✐❣s✳ ✷✳✸❛✱❜✱❝✳ ❇♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ t❤✉s ❛♣♣❧✐❡❞ ✇✐t❤ ❣♦♦❞
❛❝❝✉r❛❝② ✐♥ ❡❛❝❤ s♣❛t✐❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳
■t ✇❛s s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ str❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t② r❛t✐♦ ✈s✳ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t str❛✐♥ ✇❛s ❛ ❦❡②
♣❛r❛♠❡t❡r ❢♦r ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡✳ ■t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❛❧s♦ ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✸❞✳ ❆♣❛rt ❢r♦♠ t❤❡ s❧✐❣❤t
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r t❤❡ ✜♥❛❧ str❛✐♥ ✈❛❧✉❡s✱ t❤❡ ✜❣✉r❡ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ str❡ss
tr✐❛①✐❛❧✐t② r❛t✐♦ ✈s✳ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t str❛✐♥✱ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❘❱❊ ✇✐t❤ ✈❡r② ❣♦♦❞ ❛❝❝✉r❛❝②✳
✹✷
✷✳✸ ❇♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
✷✳✸✳✷ ■♠♣♦s❡❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ st❛t❡
■♥ ♦r❞❡r t♦ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧② ✭❛♥❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✮ st✉❞② t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣❛r❛♠✲
❡t❡rs ♦♥ ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡✱ ❛ ❝♦♥st❛♥t ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ st❛t❡ ♠✉st ❜❡ ✐♠♣♦s❡❞✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ❛
♠❡t❤♦❞ t♦ ✐♠♣♦s❡ ❛ ❝♦♥st❛♥t str❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t② r❛t✐♦ ❛♥❞ ❝♦♥st❛♥t str❛✐♥✲r❛t❡ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳
❋r♦♠ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ str❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t② r❛t✐♦✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✉♥✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ str❡ss t❡♥s♦r ❛♥❞ t❤❡ str❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t② r❛t✐♦✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
str❡ss st❛t❡s ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ s❛♠❡ str❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t② r❛t✐♦✳ ❍❡r❡✱ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❛ss✉♠✐♥❣ ❛①✐s②♠♠❡tr✐❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ❜♦✉♥❞❛r②
❝♦♥❞✐t✐♦♥s σxx = σyy✳ ❚❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ✇❛s ♠❛❞❡ ✐♥ ❛ ✜rst ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ ♠❛② ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
❛s ❛♥♦t❤❡r ❣❡♥❡r❛❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✇✐t❤✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳ ■t ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺ ❛s ✇❡❧❧✳
❚❤❡ ♣r❡s❝r✐❜❡❞ str❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t② r❛t✐♦ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✿
T ∗X =
σm
σ¯
=
σxx + σyy + σzz
3σ¯
=
2σxx + σzz
3σ¯
, ✭✷✳✶✮
❛♥❞ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✈♦♥ ▼✐s❡s str❡ss r❡❞✉❝❡s t♦✿
σ¯ = |σxx − σzz|. ✭✷✳✷✮
■t ❝♦♠❡s✿
σxx =
(
TX +
1
3
)
σ¯ ∀σzz ≤ σxx,
σxx =
(
TX − 1
3
)
σ¯ ∀σzz ≥ σxx.
✭✷✳✸✮
■♥ ❊q✳ ✷✳✸✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ r❡♠♦t❡ str❡ss σxx ✭❛♥❞ σyy✮ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❦♥♦✇✐♥❣ t❤❡ r❡♠♦t❡
❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✈♦♥ ▼✐s❡s str❡ss ✐♥ t❤❡ ❘❱❊✳ ❚❤❡ r❡♠♦t❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✈♦♥ ▼✐s❡s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡
♠❛t❡r✐❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ r❡♠♦t❡ str❛✐♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ✐♠♣♦s❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡
✈❡❧♦❝✐t② ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❊q✳ ✷✳✹✮✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛①✐s②♠♠❡tr✐❝ ❧♦❛❞✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱
✐t ❝♦♠❡s εxx ≈ εyy✳ ❚❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t str❛✐♥ ✐s t❤✉s r❡❞✉❝❡❞ t♦ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥✿
ε¯ ≈ |εzz| =
∣∣∣∣ln
(
D0z −Dz
D0z
)∣∣∣∣ , ✭✷✳✹✮
✇❤❡r❡ Dz ❛♥❞ D0z ❛r❡ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❤❡✐❣❤t ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❘❱❊✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❚❤❡ ❝♦♥st❛♥t ♣r❡s❝r✐❜❡❞ str❛✐♥✲r❛t❡ ˙¯ε∗ ✐s ✐♠♣♦s❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ♥♦r♠❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② Vz ♦♥ t❤❡
✉♣♣❡r s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❘❱❊✱ ✐✳❡✳ ❛❧♦♥❣ t❤❡ z✲❛①✐s ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✷✳✶✮✱
Vz(t) = − ˙¯ε∗Dz(t). ✭✷✳✺✮
❚❤❡ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ t❤✉s ❛♣♣❧✐❡❞ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✶✱ ✉s✐♥❣ t❤❡
✈❛❧✉❡s ❣✐✈❡♥ ❜② ❊q✳ ✷✳✺ ❛♥❞ ❊q✳ ✷✳✸✳
❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ str❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t② ✜❡❧❞ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✹✳ ❋♦r ❛❧❧ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞
str❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t② ✜❡❧❞ TX ✐s r❛t❤❡r ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ❘❱❊✱ ❡①❝❡♣t ❛t t❤❡ ❡❞❣❡s✱
❞✉❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❆♣❛rt ❢r♦♠ t❤✐s✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ str❡ss
tr✐❛①✐❛❧✐t② r❛t✐♦ TX ✈❛r✐❡s ♦♥ ❛ r❛♥❣❡ T ∗X ± 0.02 ✭❣r❡❡♥ ❝♦❧♦r✮ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ✈❛❧✉❡✱
♦✈❡r t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❘❱❊✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ T ∗X = −1.0✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ TX t❡♥❞ t♦ ❜❡ s❧✐❣❤t❧② ❤✐❣❤❡r
✭❧❡ss ❝♦♠♣r❡ss✐✈❡✮ t❤❛♥ t❤❡ ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ✈❛❧✉❡✱ ❜✉t r❡♠❛✐♥ ♦♥ t❤❡ r❛♥❣❡ T ∗X − 0.02 < TX <
T ∗X + 0.06 ✭②❡❧❧♦✇ ❛♥❞ ❣r❡❡♥ ❝♦❧♦rs✮✳
❚❤❡ ✐♠♣♦s❡❞ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ✈❡r✐✜❡❞ ❜② ♣❧♦tt✐♥❣✱ ❢♦r s❡✈❡r❛❧ ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ✈❛❧✉❡s T ∗X ✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡s
♦❢ xx✕str❡ss ❛♥❞ yy✕str❡ss ✈s✳ t✐♠❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✺❛✱❜✱ ❛♥❞ ˙¯ε ✈s✳ t✐♠❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✺❝✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s
✹✸
❈❤❛♣t❡r ✷ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡s♦✲s❝❛❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤
❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✉s✐♥❣ ♣♦✐♥t tr❛❝❦✐♥❣ ❛t ❛ ❝❡♥tr❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❘❱❊✳ ❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥s ♦❢
xx✕str❡ss ❛♥❞ yy✕str❡ss ❛r❡ ❞✐r❡❝t❧② ✐♠♣♦s❡❞ ❜② ❊q✳ ✷✳✸ ❛♥❞ t❤❡✐r ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧
t♦ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❧❛✇ ✭✐✳❡✳ str❡ss✕str❛✐♥ ❝✉r✈❡✮✳ ❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♠❡❛s✉r❡❞
str❛✐♥✲r❛t❡ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡ ✐s ✐♠♣♦s❡❞ ✇✐t❤ ✈❡r② ❣♦♦❞ ❛❝❝✉r❛❝② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡
♣r❡s❝r✐❜❡❞ ✈❛❧✉❡ ˙¯ε∗ = 1 s−1✳ ❚❤✐s r❡♠❛r❦ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t❤❛t ✐s ♠❛❞❡ ✐♥
❊q✳ ✷✳✹ ✐s ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡✳
❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t② r❛t✐♦ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✺❞✳ ❚❤❡ ✜❣✉r❡ ✈❡r✐✜❡s
t❤❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ str❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t② r❡♠❛✐♥s ❝♦♥st❛♥t ♦✈❡r t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ r❛♥❣❡✳
❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ σxx ❛♥❞ σyy ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✷✳✺❜✮ ❛r❡ ❞r✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❣✐✈❡♥ ✐♥
❊q✳ ✷✳✸✳ ❚❤❡ ✜❣✉r❡ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡✐r ✈❛❧✉❡ ❢❛✐t❤❢✉❧❧② ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ σ¯✱ t❤❡ ❧❛tt❡r
❜❡✐♥❣ ❞r✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❧❛✇ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✉♥❞❡r ˙¯ε∗ = 1 s−1 ✭❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡✮✳
❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ TX ✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ✐s ❛❜♦✉t ✹✪ s✉♣❡r✐♦r t♦
t❤❡ ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ T ∗X = −1 ✭♦❜t❛✐♥❡❞ ❛r♦✉♥❞ ε¯ = 0.2✮✳ ❋♦r t❤❡ ❧❡ss ❝♦♠♣r❡ss✐✈❡
st❛t❡ T ∗X = 0✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ TX ✐s s❧✐❣❤t❧② ✐♥❢❡r✐♦r t♦ t❤❡ ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ✈❛❧✉❡ ✭❛❜♦✉t
✷✪✮✳ ❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❡s ❛r❡ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✐s t❤✉s s✉✐t❛❜❧❡ t♦
✐♠♣♦s❡ ❛ ❝♦♥st❛♥t str❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t② r❛t✐♦ ✐♥ t❤❡ ❘❱❊✳
✹✹
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σXX Process RVE
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σYY  Process RVE
✭❜✮ yy✲str❡ss ✈s✳ t✐♠❡
0.00 0.05 0.10 0.15
Time (s)
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1
0.0
S
tr
a
in
ǫZZ Process RVE
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TX  Process RVE
✭❞✮ str❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t② r❛t✐♦ ✈s✳ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t str❛✐♥
❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ✈♦✐❞✲❢r❡❡ ♣r♦❝❡ss s✐♠✉❧❛t✐♦♥
✭❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✮ ❛♥❞ ❘❱❊ ✇✐t❤ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭❞♦ts✮✳
✹✺
❈❤❛♣t❡r ✷ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡s♦✲s❝❛❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤
✭❛✮ T ∗X = 0 ✭❜✮ T
∗
X = −0.2
✭❝✮ T ∗X = −0.6 ✭❞✮ T
∗
X = −1.0
❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✿ ❙tr❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t② ✜❡❧❞ ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s T ∗X ✱ ❢♦r ε¯ =
0.2✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❝❛s❡✱ t❤❡ ❧❡❣❡♥❞ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ r❛♥❣❡ T ∗X ± 0.22✳
✹✻
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✭❞✮ str❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t② r❛t✐♦ ✈s✳ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t str❛✐♥
❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✿ ▼❡❛s✉r❡❞ ❡✈♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ✜❡❧❞s ❛t t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❘❱❊✱ ✉♥❞❡r ✈❛r✐♦✉s
♣r❡s❝r✐❜❡❞ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s T ∗X = {−1.0,−0.8,−0.6,−0.4,−0.2, 0.0} ❛♥❞
˙¯ε∗ = 1 s−1✳
✹✼
❈❤❛♣t❡r ✷ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡s♦✲s❝❛❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤
✷✳✹ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✸❉ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❱♦❧✉♠❡ ❊❧❡♠❡♥t
❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❘❱❊ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ✐♥t❡r♥❛❧ ✈♦✐❞✳
■t ✐s ✜rst❧② ♣r❡s❡♥t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ r❡❛❧✲✈♦✐❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❘❱❊ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣②✲❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❣❡♦♠❡tr②
✐s ❞❡t❛✐❧❡❞✳
✷✳✹✳✶ ❘❡❛❧✲✈♦✐❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ✸❉ ♠✐❝r♦t♦♠♦❣r❛♣❤②
❳✲r❛② ♠✐❝r♦t♦♠♦❣r❛♣❤②
❳✲r❛② ♠✐❝r♦t♦♠♦❣r❛♣❤② ✐s ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② r❡❝❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡ t❤❛t ❡♥❛❜❧❡s tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♥♦♥✲
❞❡str✉❝t✐✈❡ ❡①❛♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧s ❬▼❛✐r❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✶✱ ❙❛❧✈♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❪✳ ■t ✐s ❞✐✈✐❞❡❞
✐♥ t✇♦ s✉❝❝❡ss✐✈❡ st❡♣s✿ ❛♥ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ st❡♣ ❛♥❞ ❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ st❡♣✳ ❋♦r t❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥
st❡♣✱ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐s ♣❧❛❝❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❳✲r❛② s♦✉r❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ♦♥ ❛ r♦t❛t✐♥❣ st❛❣❡✱ ❛s
s❝❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✻✳ ❘♦t❛t✐♦♥ ✐s ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ❤✉♥❞r❡❞s ♦❢ r♦t❛t✐♦♥
❛♥❣❧❡s✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❛♥❣❧❡ ♦❢ r♦t❛t✐♦♥ ❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ r❛❞✐♦❣r❛♣❤ ✐s ❛❝q✉✐r❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r✳
❆❧❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ r❛❞✐♦❣r❛♣❤s ❛r❡ t❤❡♥ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② tr❡❛t❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ st❡♣ t♦
❣❡♥❡r❛t❡ ❛ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❣r❛②s❝❛❧❡ ✐♠❛❣❡✳
❳✲r❛② s♦✉r❝❡
❙❛♠♣❧❡
❉❡t❡❝t♦r
❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ❞r❛✇✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ st❡♣ ♦❢ ❛ t♦♠♦❣r❛♣❤✳
❖✈❡r t❤❡ ❧❛st ❞❡❝❛❞❡✱ s②♥❝❤r♦tr♦♥ ❧✐❣❤t✐♥❣ s♦✉r❝❡ ✇❛s ♦❢t❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ t♦
♦❜s❡r✈❡ ✈♦✐❞ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ st❡❡❧ s❛♠♣❧❡s ❊✈❡r❡tt ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✶❪✱ ❇♦✉❝❤❛r❞ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✽❪✱ ▼❛✐r❡
❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✽❪ ❛♥❞ ✐♥ ❛❧✉♠✐♥✉♠ s❛♠♣❧❡s ❇✉✣èr❡ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✾✾❪✱ ▼♦r❣❡♥❡②❡r ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✽❪✱
❍♦rst❡♠❡②❡r ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✸❪✳ ❆s t❤❡s❡ st✉❞✐❡s ❢♦❝✉s ♦♥ ✈♦✐❞ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✉♥❞❡r t❡♥s✐❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱
❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❞✉❝t✐❧❡ ❞❛♠❛❣❡✱ t❤❡ r❡s✉❧ts r❡♠❛✐♥ ♦✉t ♦❢ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦✳
◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss t❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② s❤♦✇s ❣r❡❛t ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ ✉s✐♥❣ ❳✲r❛② ♠✐❝r♦t♦♠♦❣r❛♣❤② ❢♦r
st✉❞②✐♥❣ ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡✳
❚♦❞❛ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❪ ✉s❡❞ s②♥❝❤r♦tr♦♥ ♠✐❝r♦t♦♠♦❣r❛♣❤② t♦ st✉❞② t❤❡ ❝❧♦s✉r❡ ♦❢ ❤②❞r♦❣❡♥
♠✐❝r♦♣♦r❡s ✐♥ ▼❣✲❆❧ ❛❧❧♦② ✉♥❞❡r ❤♦t ❛♥❞ ❝♦❧❞ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣✳ ❚❤❡ st✉❞② s❤♦✇s
❛ttr❛❝t✐✈❡ r❡s✉❧ts ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♠❛❣❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ s❛♠♣❧❡s
❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ✈♦✐❞s ✉♥❞❡r ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✳
❯s✐♥❣ s②♥❝❤r♦tr♦♥✬s ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝ ❧✐❣❤t ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♠❛✐♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛
❤✐❣❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✭❛❜♦✉t 1 µ♠ ✈♦①❡❧ s✐③❡✮ ❢♦r t❤❡ ✸❉ ✐♠❛❣❡✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣② ❛♥❞
✹✽
✷✳✹ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✸❉ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❱♦❧✉♠❡ ❊❧❡♠❡♥t
q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ❳✲r❛② ♣❤♦t♦♥s✳ ■t ✐s ❛❧s♦ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ♠✐❝r♦t♦♠♦❣r❛♣❤②
✉s✐♥❣ ❛♥ ❳✲r❛② t✉❜❡✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ♣❤♦t♦♥s ❛r❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ t❡♥s✐♦♥
t❤❛t ✈❛r✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✷✷✵ ❦❱ ❛♥❞ ✹✺✵ ❦❱ ❢♦r ❝❧❛ss✐❝❛❧ t♦♠♦❣r❛♣❤s✳ ❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s♦❧✉t✐♦♥
✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ❛❜♦✉t 10 µ♠ ✈♦①❡❧ s✐③❡✳ ❆♥♦t❤❡r ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✇✐t❤ s②♥❝❤r♦tr♦♥ ❧✐❣❤t
✐s t❤❛t ❛♥ ❳✲r❛② t✉❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ ❝♦♥✐❝ ❜❡❛♠✱ ✇❤✐❧❡ s②♥❝❤r♦tr♦♥ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❜❡❛♠✳
▼❛❣♥✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❳✲r❛② t✉❜❡ ❜② s❤✐❢t✐♥❣ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥✐❝
❜❡❛♠✳ ▲❡❡ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✼✱ ✷✵✶✶❪ ✉s❡❞ ❛ ✹✺✵ ❦❱✕t♦♠♦❣r❛♣❤ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♠❛❣❡
♦❢ ❛ ♣♦r♦✉s ∅90 ♠♠×200 ♠♠ st❡❡❧ s❛♠♣❧❡✳ ❆ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠❡s❤ ✇❛s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛♥❞
❋❊ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❝♦❞❡ ❉❊❋❖❘▼✕✸❉❚▼ ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞
✉♥❞❡r ❤♦t ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ ♠❡s❤ ✇❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❛ s❡❝♦♥❞ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♠❛❣❡ ♦❢
t❤❡ ❞❡❢♦r♠❡❞ s❛♠♣❧❡✱ ❛♥❞ ❛ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ✈❡r② ❧♦✇ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t②
♦❢ s②♥❝❤r♦tr♦♥ ❢❛❝✐❧✐t✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♠✐s✐♥❣ r❡s✉❧ts ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✉s✐♥❣ ❳✲r❛② t✉❜❡✱ t❤❡
❧❛tt❡r s♦❧✉t✐♦♥ ✇❛s ❝❤♦s❡♥ ✇✐t❤✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳
✸❉ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ✐♥❞✉str✐❛❧ s❛♠♣❧❡s
❙❡✈❡r❛❧ ♣♦r♦✉s s♣❡❝✐♠❡♥ ✇❡r❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❜② ✈❛r✐♦✉s ♣❛rt♥❡rs ❛♥❞ ❛r❡ ❧✐st❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✶✳
P❛rt♥❡r ❆❧❧♦② ❙❛♠♣❧❡ ❉✐♠❡♥s✐♦♥s ✭♠♠✮ ❚♦♠♦❣r❛♣❤ ❱♦①❡❧ s✐③❡ ✭µ♠✮
❚✐♠❡t ❚✐✲❛❧❧♦②✶
❚✶ 27× 27× 90 ❈❊❚■▼ ✷✶
❚✷ 20× 20× 50 ❈❊❚■▼ ✸✶
❋r❛✉♥❤♦❢❡r ✶✺
❚❇ 7× 7× 90 ❈❊❚■▼ ✶✸
❆✉❜❡rt✫❉✳ ❙t❡❡❧✶✹ ❆❉ 40× 40× 330 ❈❊❚■▼ ✶✵✵
❆s❝♦♠❡t❛❧ ❙t❡❡❧✷✹
❏❉✷✵ ∅20× 85 ❈❊❚■▼ ✶✷✽
❏❉✹✼ 10× 10× 85 ❋r❛✉♥❤♦❢❡r ✶✵✷
❈♦♥st❡❧❧✐✉♠ ❆❧✲❛❧❧♦②✶
❈✼✵✶❛✈ 10× 8.2× 6.1 ■♥t❡r♥❛❧ ✶✷
❈✼✵✶❛♣ 6.1× 6.1× 6.1 ■♥t❡r♥❛❧ ✶✷
❈❆ 7.9× 7.7× 8.2 ■♥t❡r♥❛❧ ✶✽
❈● 7.8× 7.9× 8.4 ■♥t❡r♥❛❧ ✶✽
❈✸ 9.2× 9.2× 9.2 ■♥t❡r♥❛❧ ✶✽
❚❛❜❧❡ ✷✳✶✿ ▲✐st ♦❢ s❛♠♣❧❡s t❤❛t ✇❡r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✉s✐♥❣ ❳✲r❛② ♠✐❝r♦t♦♠♦❣r❛♣❤② ❛t ❈❊❚■▼✱
❋r❛✉♥❤♦❢❡r✱ ♦r ❞✐r❡❝t❧② ♣r♦✈✐❞❡❞ ❢r♦♠ ✐♥t❡r♥❛❧ ❞❛t❛✳
❚❤❡ s❛♠♣❧❡s ✇❡r❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ❝r✐t✐❝❛❧❧② ♣♦r♦✉s ✇♦r❦♣✐❡❝❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ♣r❡✈✐♦✉s
❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✈♦✐❞s ✉s✐♥❣ ✉❧tr❛s♦♥✐❝ t❡st✐♥❣✳ ■♥ ❛ ✜rst ♣❤❛s❡✱ t✇♦ ❚✐✲❛❧❧♦② s❛♠♣❧❡s ✭❚✶ ❛♥❞
❚✷✮ ❛♥❞ t✇♦ st❡❡❧ s❛♠♣❧❡s ✭❆❉ ❛♥❞ ❏❉✷✵✮ ✇❡r❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♥st✐t✉t❡ ❛ ✈❛r✐♦✉s
s❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢ ✈❛r✐♦✉s ♠❛t❡r✐❛❧s ❛♥❞ ✈♦✐❞ st❛t❡✳ ❚❤❡② ✇❡r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❜② ❳✲r❛② ♠✐❝r♦t♦♠♦❣✲
r❛♣❤② ❛t ❈❊❚■▼✶ ❛♥❞ ❋r❛✉♥❤♦❢❡r✷✳ ❆t ❈❊❚■▼✱ ❛ ❞✐r❡❝t ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡ ♠✐❝r♦t♦♠♦❣r❛♣❤
❢❛❝✐❧✐t② ✇❛s ♣r♦✈✐❞❡❞✳ ❚❤❡ s❝❛♥♥✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝❛r❡❢✉❧❧② ❛❞❥✉st❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦
❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♠❛❣❡s✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❋r❛✉♥❤♦❢❡r ❢❛❝✐❧✐t✐❡s✱ ♥♦
❛❝❝❡ss ✇❛s ♣r♦✈✐❞❡❞✳ ❚❤❡ s❝❛♥s ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ ❋r❛✉♥❤♦❢❡r ■♥st✐t✉t ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧ts
✇❡r❡ s❤✐♣♣❡❞✳
❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✜rst ♣❤❛s❡✱ t✇♦ ❢✉rt❤❡r s❛♠♣❧❡s ✭❚❇ ❛♥❞
❏❉✹✼✮ ✇❡r❡ t❤❡♥ ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ ❛ s❡❝♦♥❞ ♣❤❛s❡✳ ❚❤❡ ✸❉ ✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ♦❢ ❆❧✲❛❧❧♦②
✶❈❊❚■▼ ❙❡♥❧✐s✱ Pô❧❡ ❊P■✱ ❇P ✽✵✵✻✼ ✺✷ ❛✈❡♥✉❡ ❋❡❧✐① ▲♦✉❛t✱ ✻✵✸✵✹ ❙❡♥❧✐s ❝❡❞❡①✱ ❋r❛♥❝❡
✷❋r❛✉♥❤♦❢❡r ■♥st✐t✉t ❩❡rstör✉♥❣s❢r❡✐❡ Prü❢✈❡r❢❛❤r❡♥ ■❩❋P✱ ❈❛♠♣✉s ❊✸✳✶✱ ✻✻✶✷✸ ❙❛❛r❜rü❝❦❡♥✱ ●❡r♠❛♥②
✹✾
❈❤❛♣t❡r ✷ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡s♦✲s❝❛❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤
❤❛❞ ❜❡❡♥ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ✐♥t❡r♥❛❧ ✇♦r❦ ❛t ❈♦♥st❡❧❧✐✉♠ ❛♥❞ ✇❡r❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❛s s✉❝❤
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✜rst ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❤❛s❡✳
❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ ❛ s❛♠♣❧❡ t♦ ❜❡ s❝❛♥♥❡❞ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ s❡✈❡r❛❧
♣❛r❛♠❡t❡rs✿
• ❚❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❳✲r❛② ❜❡❛♠✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ t❡♥s✐♦♥✳
• ❚❤❡ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❚❤❡ ❜❡❛♠ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❜❡② t♦ t❤❡ ❇❡❡r✕
▲❛♠❜❡rt ❧❛✇
I = I0e
(−αD), ✭✷✳✻✮
✇❤❡r❡ I0 ✐s t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ✐♥t❡♥s✐t②✱ α t❤❡ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ D t❤❡ ♣❛t❤
❧❡♥❣t❤✳ ❚❤❡ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐s ❛ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣r♦♣❡rt② ✇❤✐❝❤ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡
❛t♦♠✐❝ ♥✉♠❜❡r✳ ❲✐t❤✐♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✶✱ t❤❡ st❡❡❧s ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❧❛r❣❡st
❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ t❤❡♥ t❤❡ ❚✐✲❛❧❧♦② ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② t❤❡ ❆❧✲❛❧❧♦②✳
• ❚❤❡ ❞❡t❡❝t♦r s❡♥s✐t✐✈✐t②✳
• ❚❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s t♦ ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❝❤❛♠❜❡r✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ✐ts
✸✻✵✝✕r♦t❛t✐♦♥✳
❯s✐♥❣ ❳✲r❛② t✉❜❡s✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❡♥❡r❣② s♦✉r❝❡ ✭✐✳❡✳ ✹✺✵ ❦❱ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ t❡♥s✐♦♥✮ ❡♥❛❜❧❡s
❧❛r❣❡r s❛♠♣❧❡s t♦ ❜❡ s❝❛♥♥❡❞✱ ❜✉t t❤❡ ❳✲r❛② s♦✉r❝❡ ❢♦❝❛❧ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❧❛r❣❡r✳ ❚❤✐s r❡❞✉❝❡s
t❤❡ r❛❞✐♦❣r❛♣❤s✬ s❤❛r♣♥❡ss✳ ❙❤❛r♣❡r ✐♠❛❣❡s ♠❛② ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❧♦✇❡st ❡♥❡r❣② s♦✉r❝❡
✭✐✳❡✳ ✷✷✵ ❦❱ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ t❡♥s✐♦♥✮ ❛s t❤❡✐r ❢♦❝❛❧ ✐s s♠❛❧❧❡r✱ ❜✉t t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡
t❤✐❝❦♥❡ss ✐s r❡❞✉❝❡❞✳ ❆ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ ❤❛❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t♦ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤ s❛♠♣❧❡ t♦ ♦❜t❛✐♥
t❤❡ ❜❡st q✉❛❧✐t② ♦❢ ✐♠❛❣❡s✳
❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣s✳ ✷✳✼✱ ✷✳✽✱ ✷✳✾✱ ✷✳✶✵
❛♥❞ ✷✳✶✶✳ ❋♦r ❡❛❝❤ s❛♠♣❧❡✱ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ✸❉ ♦✈❡r✈✐❡✇ ❛♥❞ ✷❉✕s❧✐❝❡s ✭✐♥ t❤❡ t❤r❡❡ s♣❛t✐❛❧
❞✐r❡❝t✐♦♥s✮ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❋♦r t❤❡ s❛♠♣❧❡s ❚✶✱ ❚✷ ❛♥❞ ❆❉✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ s✐③❡ ♦❢ ✈♦✐❞s
✇❛s ❧♦✇❡r t❤❛♥ ✐t ✇❛s ❡①♣❡❝t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ♣r❡✈✐♦✉s ✉❧tr❛s♦♥✐❝ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ■t ✐s ♥♦t❛❜❧②
t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r t❤❡ t✇♦ ❚✐✲❛❧❧♦② s❛♠♣❧❡s✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♦♥❧② ❛ ❢❡✇ s✉❜♠✐❧❧✐♠❡tr✐❝ ✈♦✐❞s ✭✵✳✶ ✕
✵✳✺ ♠♠✮ ✇❡r❡ ❞❡t❡❝t❡❞✳
❚❤❡ st❡❡❧ s❛♠♣❧❡ ❆❉ ♣r❡s❡♥t❡❞ ♠✐❧❧✐♠❡tr✐❝ ✈♦✐❞s ✭✶ ✕ ✶✵ ♠♠✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♠❛❣❡
❤❛❞ ❛ r❡❧❛t✐✈❡ ❧♦✇ ❝♦♥tr❛st ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❡①❝❡ss✐✈❡ s❛♠♣❧❡✲t♦✲✈♦✐❞ t❤✐❝❦♥❡ss r❛t✐♦✳ ◆❡✈❡rt❤❡✲
❧❡ss✱ t✇♦ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ♣♦r♦✉s ③♦♥❡s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞✱ s❤♦✇✐♥❣ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡
♣r❡✈✐♦✉s ✉❧tr❛s♦♥✐❝ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥s✳
❚❤❡ ❆❧✲❛❧❧♦② s❛♠♣❧❡ ❈✸ ❝♦♥t❛✐♥s r❛t❤❡r ❞✐s♣❡rs❡❞ s✉❜♠✐❧❧✐♠❡tr✐❝ ✈♦✐❞s ✭✵✳✶ ✕ ✵✳✺ ♠♠✮✳
❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❝♦♥tr❛st ✐s ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ❢♦r ❚✐✲❛❧❧♦②s✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ ❛❜s♦r♣✲
t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✳
❚❤❡ s❛♠♣❧❡ ❏❉✷✵ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❡ ❜❡st ❝♦♥tr❛st✳ ■t ✇❛s ❞✉❡ t♦ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ s♠❛❧❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s
♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❧♦✇ s❛♠♣❧❡✲t♦✲✈♦✐❞ t❤✐❝❦♥❡ss r❛t✐♦✳ ❈❡♥t❡r❧✐♥❡ ♠✐❧❧✐♠❡tr✐❝
✈♦✐❞s ✇❡r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ❆ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♣♦r♦✉s ③♦♥❡ ✇❛s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛t
t❤❡ ❧♦✇❡st ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❛s ✐t ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✶✶✳ ❚❤❡ ✉♣♣❡r ❤❛❧❢ ✐s ♠❛✐♥❧②
❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❤r❡❡ ✐s♦❧❛t❡❞ ✈♦✐❞s ✇✐t❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛❜♦✉t ✸ ✕ ✶✵ ♠♠✳ ❚❤❡② ♣r❡s❡♥t ❛ r❛t❤❡r
t♦rt✉♦✉s ❛s♣❡❝t✳
■♠❛❣❡ ✜❧t❡r✐♥❣
❳✲r❛② ♠✐❝r♦t♦♠♦❣r❛♣❤② ❣❡♥❡r❛❧❧② ✐♥✈♦❧✈❡s ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛rt✐❢❛❝ts✳ ❯s✐♥❣ t❤✐❝❦ s❛♠✲
♣❧❡s✱ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❧✐❣❤t ✐♥t❡♥s✐t② ♠✐❣❤t ❜❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧♦✇ ❛♥❞ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② r❛♥❣❡ ♦❢
t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ♠❛② ✐♥❞✉❝❡ ♥♦✐s❡ ♦♥ t❤❡ ❣r❛②s❝❛❧❡ r❛❞✐♦❣r❛♣❤s✳ ❚❤❡② ❛❧s♦ ❛♣♣❡❛r ♦♥ t❤❡
✺✵
✷✳✹ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✸❉ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❱♦❧✉♠❡ ❊❧❡♠❡♥t
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✼✿ ❚r✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ r❛✇ ✐♠❛❣❡ ♦❢ s❛♠♣❧❡ ❚✶ ✭❚✐✲❛❧❧♦②✮ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❳✲r❛② ♠✐❝r♦✲
t♦♠♦❣r❛♣❤②✱ ❛♥❞ ✷❉ s❧✐❝❡s ❛❧♦♥❣ ❡❛❝❤ s♣❛t✐❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳
✺✶
❈❤❛♣t❡r ✷ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡s♦✲s❝❛❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✽✿ ❚r✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ r❛✇ ✐♠❛❣❡ ♦❢ s❛♠♣❧❡ ❆❉ ✭st❡❡❧✮ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❳✲r❛② ♠✐❝r♦t♦✲
♠♦❣r❛♣❤②✱ ❛♥❞ ✷❉ s❧✐❝❡s ❛❧♦♥❣ ❡❛❝❤ s♣❛t✐❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳
✺✷
✷✳✹ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✸❉ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❱♦❧✉♠❡ ❊❧❡♠❡♥t
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✾✿ ❚r✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ r❛✇ ✐♠❛❣❡ ♦❢ s❛♠♣❧❡ ❚✷ ✭❚✐✲❛❧❧♦②✮ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❳✲r❛② ♠✐❝r♦✲
t♦♠♦❣r❛♣❤②✱ ❛♥❞ ✷❉ s❧✐❝❡s ❛❧♦♥❣ ❡❛❝❤ s♣❛t✐❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✵✿ ❚r✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ r❛✇ ✐♠❛❣❡ ♦❢ s❛♠♣❧❡ ❈✸ ✭❆❧✲❛❧❧♦②✮ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❳✲r❛② ♠✐✲
❝r♦t♦♠♦❣r❛♣❤②✱ ❛♥❞ ✷❉ s❧✐❝❡s ❛❧♦♥❣ ❡❛❝❤ s♣❛t✐❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳
✺✸
❈❤❛♣t❡r ✷ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡s♦✲s❝❛❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✶✿ ❚r✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ r❛✇ ✐♠❛❣❡ ♦❢ s❛♠♣❧❡ ❏❉✷✵ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❳✲r❛② ♠✐❝r♦t♦♠♦❣✲
r❛♣❤②✱ ❛♥❞ ✷❉ s❧✐❝❡s ❛❧♦♥❣ ❡❛❝❤ s♣❛t✐❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳
✺✹
✷✳✹ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✸❉ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❱♦❧✉♠❡ ❊❧❡♠❡♥t
✸❉ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ✐♠❛❣❡✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❳✲r❛②s ✇✐t❤ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♠❛②
❛❧s♦ ✐♥✈♦❧✈❡ ❜r✐❣❤t❡r ♦r ❞❛r❦❡r ③♦♥❡s ❞✉❡ t♦ ❜❡❛♠ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❛♥❞ r❡✢❡①✐♦♥
❛t t❤❡ s❛♠♣❧❡✬s s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❜❡✐♥❣ t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ✈♦✐❞✲♠❛tr✐① ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✉s✐♥❣ ❛
❣r❛②s❝❛❧❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ✈❛❧✉❡✱ t❤❡s❡ t✇♦ ❛rt✐❢❛❝ts ♠✉st ❜❡ ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞✳ ❚❤❡ ❢r❡❡ s♦❢t✇❛r❡ ■♠❛❣❡❏
❬❘❛s❜❛♥❞✱ ✶✾✾✼✲✷✵✶✷✳❪ ✐s ❛ ✈❡r② ♣♦✇❡r❢✉❧ s♦❢t✇❛r❡ ❢♦r t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♠❛❣❡s
❛♥❞ ✇❛s t❤✉s ✉s❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ❢♦r ✐♠❛❣❡ ✜❧t❡r✐♥❣✳
❚❤❡ ❣r❛②s❝❛❧❡ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞❛t❛ ✐s ✜rst s✉❜♠✐tt❡❞ t♦ ❛ ✸❉ ♠❡❞✐❛♥ ✜❧t❡r ✐♥ ♦r❞❡r t♦
r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❣r❛②s❝❛❧❡ ♥♦✐s❡✱ ✭❛✮ → ✭❜✮ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✶✷✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♦t❤❡r ✜❧t❡rs ✭❡✳❣✳ ●❛✉ss✱
♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡✮ t❤❡ ♠❡❞✐❛♥ ✜❧t❡r ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♥♦✐s❡ ✇✐t❤♦✉t ❛✛❡❝t✐♥❣
t❤❡ ✐♠❛❣❡ s❤❛r♣♥❡ss✳ ❚❤✐s ✐s ♦❢ ❣r❡❛t ✐♥t❡r❡st✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❛t t❤❡ ✈♦✐❞✲♠❛tr✐① ✐♥t❡r❢❛❝❡✳
❚❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❜r✐❣❤t❡r ❛♥❞ ❞❛r❦❡r ③♦♥❡s ✐s r❡❞✉❝❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ s✉❜tr❛❝✲
t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❆ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✐♠❛❣❡ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ r♦❧❧✐♥❣ ❜❛❧❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❬❙t❡r♥❜❡r❣✱ ✶✾✽✸❪✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❜r✐❡✢② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✷❉ ✐♠✲
❛❣❡ ❋✐❣✳ ✷✳✶✷ ✭❜✮ ❛♥❞ ✐♠❛❣✐♥❡ ❛ ❜❛❧❧ t❤❛t ✐s r♦❧❧✐♥❣ ❛t t❤❡ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ❣r❛②s❝❛❧❡ ♣r♦✜❧❡ t♦
❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♣r♦✜❧❡✳ ❚❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞❡t❛✐❧s t♦ ❜❡ ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ t❤✉s ❞❡♣❡♥❞s ♦♥
t❤❡ ❜❛❧❧ r❛❞✐✉s✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❛ ❜❛❧❧ r❛❞✐✉s ♦❢ ✷✵ ✈♦①❡❧s ✇❛s ❝❤♦s❡♥ t♦ ♦❜t❛✐♥ ✭❝✮✳ ❚❤❡
♦❜t❛✐♥❡❞ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✐♠❛❣❡ ✐s s✉❜tr❛❝t❡❞ t♦ t❤❡ ✐♠❛❣❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ✜♥❛❧ tr❡❛t❡❞ ✐♠❛❣❡
✭❞✮ ❂ ✭❜✮ ✕ ✭❝✮✳
✸❉ s✉r❢❛❝❡ ♠❡s❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥
❆ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s✉r❢❛❝❡ ♠❡s❤ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐①✲✈♦✐❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✇❛s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ tr✐❞✐✲
♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❣r❛②s❝❛❧❡ ✐♠❛❣❡ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ✇❛s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛t ❈❊▼❊❋
❜② ❩❛r❛❣♦❝✐ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✷❪✱ ❩❛r❛❣♦❝✐ ❬✷✵✶✷❪✳ ❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠❛r❝❤✐♥❣✲❝✉❜❡s
♠❡t❤♦❞ ❬▲♦r❡♥s❡♥ ❛♥❞ ❈❧✐♥❡✱ ✶✾✽✼❪✱ ✉s✐♥❣ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❜② ❘❛❥♦♥ ❛♥❞ ❇♦❧❝❤ ❬✷✵✵✸❪ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛
❣r❛②s❝❛❧❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ t♦ ❜❡tt❡r ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ❣r❛②s❝❛❧❡ t❤r❡s❤♦❧❞
✈❛❧✉❡ t❤❛t ❞❡t❡r♠✐♥❡s ✇❤❡t❤❡r ❛ ✈♦①❡❧ ❜❡❧♦♥❣s t♦ ♦♥❡ ♣❤❛s❡ ✭❜r✐❣❤t ✈♦①❡❧s✿ ♠❛tr✐①✮ ♦r t♦
t❤❡ ♦t❤❡r ♣❤❛s❡ ✭❞❛r❦ ✈♦①❡❧s✿ ✈♦✐❞✮✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s✉r❢❛❝❡ t❤❛t
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ ♣❤❛s❡s✳
❋r♦♠ s❛♠♣❧❡ ❏❉✷✵✱ t❤❡ ✈♦✐❞✲♠❛tr✐① ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✶✸✳ ▲❡t ✉s ♥♦t❡ t❤❡
♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❤✐❣❤ ✈♦✐❞ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤✐s s❛♠♣❧❡✳ ❚❤r❡❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐s♦❧❛t❡❞ ✈♦✐❞s ✇❡r❡ ♥❛♠❡❞
❆✱ ❇ ❛♥❞ ❈ ✭s❡❡ ❡♥❧❛r❣❡♠❡♥t ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✶✸❜✮✳ ❚❤❡② ✇✐❧❧ ❜❡ ❢✉rt❤❡r ✉s❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ❛s
t❤❡✐r ❢❡❛t✉r❡s ♣r❡s❡♥t ❣r❡❛t ✐♥t❡r❡st ❢♦r t❤❡ st✉❞②✳ ◆♦t❡ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ s♠❛❧❧❡r ✈♦✐❞s ♦♥ t❤❡
r✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ✇✐♥❞♦✇ ✐♥ ✭❛✮✱ ❛♥❞ ♦❢ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❝❛✈✐t② ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❡♥t✐r❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❧❡♥❣t❤ ♦♥
t❤❡ ❧❡❢t ♦❢ t❤❡ ✇✐♥❞♦✇✳ ❚❤✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❝❛✈✐t② ❣✐✈❡s ❛♥ ❡①❝❡❧❧❡♥t ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t♦rt✉♦s✐t②
t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ❢✉rt❤❡r st✉❞✐❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ❛s ✐t ✐s
✐♥❞✉str✐❛❧❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛♥ ❡①tr❡♠❡ ❝❛s❡ ❛♥❞ ✐s ♥♦t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♦❢ ✐♥❞✉str✐❛❧ ✐ss✉❡s✳
■♥ ❋✐❣✳ ✷✳✶✹✱ t❤❡ ✈♦✐❞✲♠❛tr✐① ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r ✈✐❡✇✱ ✐✳❡✳ ❛❧♦♥❣
t❤❡ s❛♠♣❧❡✬s ❛①✐s✳ ❚❤❡ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s✉r❢❛❝❡ ♠❡s❤ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ tr✐❛♥❣❧❡s✱ ✇❤♦s❡ ❡❞❣❡s
❛r❡ ❞r❛✇♥ ✇✐t❤ r❡❞ s❡❣♠❡♥ts✳ ◆♦t❡ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s t❤❛t ❞✐r❡❝t❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥
t❤❡ ✈♦①❡❧ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♠❛❣❡✳
❆ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡ ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♣♦s✐t✐♦♥ t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r t❤❡ s❧✐❝❡
✐♥ ❋✐❣ ✷✳✶✷✳ ❚❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♠❡s❤ ❛♥❞ t❤❡ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡ ✐s ❞r❛✇♥ ✉s✐♥❣
❛ ❜❧✉❡ ❝♦♥t♦✉r✳
✸❉ ✈♦❧✉♠❡ ♠❡s❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥
❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡s ❤♦✇ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❘❱❊ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛ r❡❛❧ ✈♦✐❞✳ ■t ✐s
✐❧❧✉str❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ✈♦✐❞ ❆✳
✺✺
❈❤❛♣t❡r ✷ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡s♦✲s❝❛❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤
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✭❞✮ ❆❢t❡r ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ s✉❜tr❛❝t✐♦♥
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✷✿ ■♠❛❣❡ ✜❧t❡r✐♥❣✱ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ st❡♣ ✇✐t❤ ❛ s❧✐❝❡ ♦❢ s❛♠♣❧❡ ❏❉✷✵✱ ❛♥❞ ❛
♣r♦✜❧❡ ♦❢ ❣r❛②s❝❛❧❡ ✈❛❧✉❡s ♣❧♦tt❡❞ ❢♦r t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❧✐♥❡✳
✺✻
✷✳✹ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✸❉ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❱♦❧✉♠❡ ❊❧❡♠❡♥t
✭❛✮ ❚r✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✈♦✐❞✲♠❛tr✐① ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥t✐r❡ s❛♠♣❧❡ ❏❉✷✵
❱♦✐❞ ❆ ❱♦✐❞ ❇ ❱♦✐❞ ❈
✭❜✮ ❙✉r❢❛❝❡ ♠❡s❤ ✭❞❡t❛✐❧✮
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✸✿ ❚r✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s✉r❢❛❝❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❛r❝❤✐♥❣✲❝✉❜❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢r♦♠ r❛✇
✐♠❛❣❡ ♦❢ ❏❉✷✵✳
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✹✿ ❈♦♥t♦✉r ✭❜❧✉❡ ❧✐♥❡✮ ♦❢ t❤❡ ✈♦✐❞✲♠❛tr✐① ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❢♦r t❤❡ s❧✐❝❡ t❤❛t ✇❛s ♣r❡✈✐✲
♦✉s❧② ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❋✐❣ ✷✳✶✷✳
✺✼
❈❤❛♣t❡r ✷ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡s♦✲s❝❛❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤
❆ ❝✉❜♦✐❞❛❧ s✉r❢❛❝❡ ♠❡s❤ ✐s ❝r❡❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ●▲Pr❡✶ s♦❢t✇❛r❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞✐✲
♠❡♥s✐♦♥s Di, i ∈ {x, y, z} ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢ t❤❡ ❘❱❊ ✭s❡❡
❋✐❣✳ ✷✳✶✺✮✳ ❚❤❡ ❘❱❊ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s Di ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✈♦✐❞ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s di ✉s✐♥❣
❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧✐t② ❝♦❡✣❝✐❡♥t η✱ s✉❝❤ ❛s✿
Di = η.di, i ∈ {x, y, z}, ✭✷✳✼✮
✇❤❡r❡ di ❛r❡ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✈♦✐❞✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧❡st
❝✉❜♦✐❞ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✈♦✐❞ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥t❛✐♥❡❞✳
DxDy
Dz
✭❛✮ ■♥t❡r♥❛❧ ❛♥❞ ❡①t❡r♥❛❧ s✉r❢❛❝❡s ♦❢ t❤❡ ❘❱❊ ♠❡s❤✱ ✐❧❧✉str❛t✐♥❣ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ tr✐❛♥❣❧❡s ❢r♦♠
t❤❡ ✈♦✐❞✲♠❛tr✐① ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢ t❤❡ ❘❱❊
✭❜✮ ❈✉tt✐♥❣ ①③✲♣❧❛♥❡ ♦❢ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♠❡s❤ ♦❢ t❤❡ ❘❱❊✱ ✐❧❧✉str❛t✐♥❣ t❤❡ t❡tr❛❤❡❞r❛❧ ✈♦❧✉♠❡
❡❧❡♠❡♥ts ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥t❡r♥❛❧ ❛♥❞ ❡①t❡r♥❛❧ s✉r❢❛❝❡s
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✺✿ ■♥✐t✐❛❧ ❘❱❊ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ✈♦✐❞ ❆✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧
s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦♥ t❤❡ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡✳
✶●▲Pr❡ ✐s t❤❡ ♣r❡♣r♦❝❡ss♦r ✉s❡❞ ✐♥ ❋❖❘●❊ ❘© t♦ s❡t✉♣ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
✺✽
✷✳✹ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✸❉ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❱♦❧✉♠❡ ❊❧❡♠❡♥t
❚❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✉❜♦✐❞ ✐s ❝❤♦s❡♥ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❝❡♥t❡rs ♦❢ ❣r❛✈✐t② ♦❢ ❜♦t❤
♠❡s❤❡s ❝♦✐♥❝✐❞❡✳ ❆ ✈♦❧✉♠❡ ♠❡s❤ ✭✉♥str✉❝t✉r❡❞ t❡tr❛❤❡❞r❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts✮ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ s✉r❢❛❝❡ ♠❡s❤ ♦❢ ✈♦✐❞ ❆ ❛♥❞ t❤❡ ❝✉❜♦✐❞✬s s✉r❢❛❝❡ ✉s✐♥❣ ●▲Pr❡✳
✷✳✹✳✷ ▼♦r♣❤♦❧♦❣② ♣❛r❛♠❡t❡rs
❚❤❡ ✜♥❛❧ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡ ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣
❢♦r ✈♦✐❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣②✳ ❆ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ r❡q✉✐r❡❞ ❛♥❞ ✐s ♣r❡✲
s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳ ◗✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ✐s ♦❢t❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ ✐♠❛❣❡
❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝❧✐♥❡❞ ✐♥ ✈❛r✐♦✉s ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
t♦ ❜❡ q✉❛♥t✐✜❡❞✳ ❚❤r❡❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✇❡r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❜② P❛rr❛✲❉❡♥✐s ❬✷✵✵✼❪ t♦
st✉❞② t❤❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ♦❢ ✐♥t❡r♠❡t❛❧❧✐❝ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ ❛❧✉♠✐♥✉♠ ❛❧❧♦②s✿ t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❝❤❛r✲
❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧
tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❤❡ ✜rst ♣r♦✈✐❞❡s ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ❝❛♥
❜❡ ♣❤②s✐❝❛❧❧② ✐♥t❡r♣r❡t❛❜❧❡✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♥❞ t❤❡ t❤✐r❞ ♣r♦✈✐❞❡ ❛❝❝✉r❛t❡ s✐❣♥❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡
tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡s✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ s❤♦✇s ❣r❡❛t ✐♥t❡r❡st ✇✐t❤✐♥
t❤✐s ✇♦r❦✱ ❛s t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝❛♥ ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② ✉s❡❞ ❛s ✐♥♣✉t ❞❛t❛ ✐♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳
❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❛s t❤✉s ❝❤♦s❡♥ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳
❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ✈♦✐❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ♠✉st ❜❡
❝❛r❡❢✉❧❧② ❝❤♦s❡♥✳ ❆♥ ❡①❝❡ss✐✈❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇♦✉❧❞ s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② ❤✐♥❞❡r t❤❡ ❝❛❧✐✲
❜r❛t✐♦♥ st❡♣✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ✜♥❛❧ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳
❱♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ✐s tr❛❞✐t✐♦♥❛❧❧② ✉s❡❞ t♦ st✉❞② ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡✱ ♥♦t❛❜❧② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞
✈♦❧✉♠❡ V/V0✳ ❆ ♣r❡❝✐s❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❞✉r✐♥❣ ❝❧♦s✉r❡ ✐s t❤✉s ♦❢
✉t♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥❝❡✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s t❤❡ ✜rst ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ♣❛r❛♠❡t❡r ❛♥❞ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞
✜rst✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✐♥❡rt✐❛ ♠❛tr✐① ♦❢
t❤❡ ✈♦✐❞✳ ❚❤❡ ✐♥❡rt✐❛ ♠❛tr✐① ❡♥❛❜❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s t♦ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞
❛♥❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❛ s❡❝♦♥❞ ♣❛r❛❣r❛♣❤✳
❱♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡
▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❧♦s❡❞ s✉r❢❛❝❡ ∂P = ⋃
τ∈Tr
τ ✱ ✇❤❡r❡ τ ✐s ❛ tr✐❛♥❣❧❡ ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♠❡s❤
Tr ♦❢ t❤❡ ✈♦✐❞✲♠❛tr✐① ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♦❢ ❛ ✈♦✐❞ P✱ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✶✻✳ ▲❡t ✉s ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡
❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ t❤❡♦r❡♠✿ ˚
V
div (
★✔
F )dV =
‹
∂V
★✔
F . ★✔ndS ✭✷✳✽✮
✇❤❡r❡
★✔
F ✐s ❛ ✈❡❝t♦r ✜❡❧❞✱ ★✔n t❤❡ ♦✉t✇❛r❞ ✉♥✐t ♥♦r♠❛❧ t♦ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ∂V ✳ ▲❡t
★✔
F =
★✥✥✥✥✥✔
OX✱
✇❤❡r❡
★✥✥✥✥✥✔
OX =

x1x2
x3

 t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✈❡❝t♦r ♦❢ ❛ ♣♦✐♥tX✱ s✉❝❤ t❤❛t div ( ★✔F ) = div ( ★✥✥✥✥✥✔OX) = 3✳
❚❤❡♥ ❊q✳ ✷✳✽ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s
3V =
‹
∂V
★✥✥✥✥✥✔
OX. ★✔ndS =
∑
τ∈Tr
¨
τ
★✥✥✥✥✥✔
OX. ★✔ndS, ✭✷✳✾✮
❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ τ ❜❡✐♥❣ ❛ tr✐❛♥❣❧❡✱ ✐t ❜❡❧♦♥❣s t♦ ❛ ♣❧❛♥❡ ❛♥❞ ∀X ∈ τ, ★✥✥✥✥✥✔OX. ★✔n = ❝♦♥st❛♥t✳ ■t
❧❡❛❞s t♦
3V =
∑
τ∈Tr
★✥✥✥✥✥✔
OXτ .
★✔n τ
¨
τ
dS =
∑
τ∈Tr
surf(τ)
★✥✥✥✥✥✔
OXτ .
★✔n τ , ✭✷✳✶✵✮
✺✾
❈❤❛♣t❡r ✷ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡s♦✲s❝❛❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤
✇❤❡r❡
★✥✥✥✥✥✔
OXτ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✈❡❝t♦r ♦❢ ❛ ♣♦✐♥t Xτ ♦❢ t❤❡ tr✐❛♥❣❧❡ τ ✱ ❛♥❞ ★✔n τ ✐ts ♦✉t✇❛r❞s
✉♥✐t ♥♦r♠❛❧✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ t❤❡ ✈♦✐❞ ❝❛♥ t❤✉s ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②
V =
1
3
∑
τ∈Tr
surf(τ)
★✥✥✥✥✥✔
OXτ .
★✔n τ , ∀Xτ ∈ τ, ✭✷✳✶✶✮
✇❤❡r❡ 13 surf(τ)
★✥✥✥✥✥✔
OXτ .
★✔n τ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s t❤❡ s✐❣♥❡❞ ✈♦❧✉♠❡ vol(Tτ ) ♦❢ t❤❡ t❡tr❛❤❡❞r♦♥ Tτ
❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ tr✐❛♥❣❧❡ τ ❛♥❞ t❤❡ ✈❡rt❡① O✳
■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ✈❡❝t♦r ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ♠❡s❤✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ●▲Pr❡✳ ❚❤✐s
❛❧❣♦r✐t❤♠ s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❞❡✜♥❡s t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ✈❡❝t♦r ♦✉t✇❛r❞s t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛
✈♦✐❞✱ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ✈❡❝t♦r ✐s t❤✉s ♦r✐❡♥t❡❞ t♦✇❛r❞s t❤❡ ✈♦✐❞ ❛♥❞ t❤❡ ✜♥❛❧ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ❛ ✈♦✐❞ ✐s
♥❡❣❛t✐✈❡✳ ❚❤✐s ✐s ❝♦❤❡r❡♥t ❛s t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ s❤❛❧❧ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡
♦❢ ❛♥② s✉r❢❛❝❡ ♠❡s❤✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ♠❡s❤❡❞ ❞♦♠❛✐♥✱ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✬s ♥♦r♠❛❧ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐r❡❝t❡❞
♦✉t✇❛r❞s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✈♦❧✉♠❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ✈♦✐❞
✭♠❡s❤✲❢r❡❡ ❞♦♠❛✐♥✮✱ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✈♦❧✉♠❡ ❝❛♥ t❤✉s r❡❛s♦♥❛❜❧② ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ✐t ❡①❤✐❜✐ts t❤❡
❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✳
■♥t❡r♥❛❧ s✉r❢❛❝❡ ∂P
O
C
A
BX
❚r✐❛♥❣❧❡ τ
~n
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✻✿ ❚r✐❛♥❣❧❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ s✉r❢❛❝❡ ♠❡s❤ ✭✈♦✐❞✕♠❛tr✐① ✐♥t❡r❢❛❝❡✮✳
❚r✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥
❊q✉✐✈❛❧❡♥t ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ✐♥❡rt✐❛ ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈♦✐❞✳
❚❤❡ ✐♥❡rt✐❛ ♠❛tr✐① ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❜②✿
MI =

MI1 MI4 MI5MI4 MI2 MI6
MI5 MI6 MI3

 ✭✷✳✶✷✮
✻✵
✷✳✹ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✸❉ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❱♦❧✉♠❡ ❊❧❡♠❡♥t
✇✐t❤ 

MI1 =
˝
P
ρ(x22 + x
2
3)dV
MI2 =
˝
P
ρ(x21 + x
2
3)dV
MI3 =
˝
P
ρ(x21 + x
2
2)dV
❛♥❞


MI4 = −
˝
P
ρx1x2dV
MI5 = −
˝
P
ρx2x3dV
MI6 = −
˝
P
ρx1x3dV
, ✭✷✳✶✸✮
✇❤❡r❡ ρ ✐s t❤❡ ♠❛ss ❞❡♥s✐t②✳ ❲✐t❤✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ t❤❡ ✐♥❡rt✐❛ ♠❛tr✐① ✐s ✉s❡❞ ❢♦r ✐ts ♠♦r♣❤♦✲
❧♦❣✐❝❛❧ ❢❡❛t✉r❡s✳ ❆ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✉♥✐t❛r② ❞❡♥s✐t② ρ = 1 ✐s t❤✉s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳
▲❡t Pij =
˝
P
xixjdV ✱ s✉❝❤ t❤❛t✿

MI1 = P22 + P33
MI2 = P11 + P33
MI3 = P11 + P22
❛♥❞


MI4 = −P12
MI5 = −P23
MI6 = −P13
, ✭✷✳✶✹✮
✇✐t❤ (i, j) ∈ {1, 2, 3}✳ ▲❡t ★✥✥✥✥✥✔OX t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✈❡❝t♦r ♦❢ ❛ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ tr✐❛♥❣❧❡ τ ✱ ❛♥❞ ❧❡t
★✥✥✔
Vij =
1
5xixj
★✥✥✥✥✥✔
OX✱ s✉❝❤ t❤❛t div(
★✥✥✔
Vij) = xixj . ❚❤❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ t❤❡♦r❡♠ ❧❡❛❞s t♦✿
Pij =
˚
P
xixjdV =
˚
P
div (
★✥✥✔
Vij)dV =
‹
∂P
★✥✥✔
Vij .
★✔ndS, ✭✷✳✶✺✮
✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s✿
Pij =
1
5
‹
∂P
xixj(
★✥✥✥✥✥✔
OX. ★✔n )dS ✭✷✳✶✻✮
❯s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ r❡♠❛r❦ t❤❛♥ ❢♦r ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❊q✳ ✷✳✶✵✱ t❤❡ s❝❛❧❛r ♣r♦❞✉❝t
★✥✥✥✥✥✔
OX. ★✔n ✐s ❝♦♥st❛♥t
∀X ∈ τ ❛♥❞ ★✥✥✥✥✥✔OX. ★✔n = 3 vol(Tτ )surf(τ) t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s✿
Pij =
1
5
∑
τ∈Tr
(
★✥✥✥✥✥✔
OXτ .
★✔n τ
¨
τ
xixjdS
)
=
3
5
∑
τ∈Tr
(
vol(Tτ )
surf(τ)
¨
τ
xixjdS
)
. ✭✷✳✶✼✮
❚♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✐♥t❡❣r❛❧
˜
τ xixjdS✱ ❧❡t ✉s ❞❡✜♥❡ A✱ B ❛♥❞ C t❤❡ t❤r❡❡ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢
t❤❡ tr✐❛♥❣❧❡ τ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✷✳✶✻✮✳ ❚❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥t X ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❜②✿
★✥✥✥✥✥✔
OX =
★✥✥✥✥✔
OA+ β1
★✥✥✥✥✔
AB + β2
★✥✥✥✥✔
AC, ✭✷✳✶✽✮
✇❤❡r❡ (β1, β2) ∈ [0, 1] t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✐♥ t❤❡ ♥❡✇ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❜❛s✐s
(
★✥✥✥✥✔
AB,
★✥✥✥✥✔
AC
)
✳ ■t ❝♦♠❡s✿
dS = ‖ ★✥✥✥✥✔AB ∧ ★✥✥✥✥✔AC‖dβ1dβ2 = 2 surf(τ)dβ1dβ2, ✭✷✳✶✾✮
❛♥❞ ❊q✳ ✷✳✶✼ ❜❡❝♦♠❡s✿
Pij =
6
5
∑
τ∈Tr
vol(Tr)
1ˆ
0
1−β1ˆ
0
(OA|i + β1AB|i + β2AC|i) (OA|j + β1AB|j + β2AC|j) dβ2dβ1,
✭✷✳✷✵✮
✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥✿
Pij =
6
5
∑
τ∈Tr
vol(Tr)
1ˆ
0
1−β1ˆ
0
[OA|iOA|j + β21AB|iAB|j + β22AC|iAC|j
+ β1(OA|iAB|j +OA|jAB|i) + β2(OA|iAC|j +OA|jAC|i)
+ β1β2(AB|iAC|j +AB|jAC|i)]dβ2dβ1.
✭✷✳✷✶✮
✻✶
❈❤❛♣t❡r ✷ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡s♦✲s❝❛❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤
❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ Pij ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s
Pij =
1
20
∑
τ∈Tr
vol(Tr)[12OA|iOA|j + 2(AB|iAB|j +AC|iAC|j)
+ 4(OA|iAB|j +OA|jAB|i +OA|iAC|j +OA|jAC|i)
+AB|iAC|j +AB|jAC|i].
✭✷✳✷✷✮
❯s✐♥❣ ❊q✳ ✷✳✷✷ ❛♥❞ ❊q✳ ✷✳✶✹✱ t❤❡ ✐♥❡rt✐❛ ♠❛tr✐① ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r ❛♥② ✈♦✐❞✱ ❦♥♦✇✐♥❣
t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡ tr✐❛♥❣❧❡s ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♠❡s❤ ♦❢ t❤❡ ❝❧♦s❡❞ s✉r❢❛❝❡ ∂P✳
❚❤❡ ✐♥❡rt✐❛ ♠❛tr✐① ✐s ❛ s②♠♠❡tr✐❝ ♣♦s✐t✐✈❡✲❞❡✜♥✐t❡ ♠❛tr✐①✳ ■t ✐s ❞✐❛❣♦♥❛❧✐③❛❜❧❡ ✐♥ ❛♥
♦rt❤♦♥♦r♠❛❧ ❜❛s✐s { ★✥✔u1, ★✥✔u2, ★✥✔u3} ♦❢ ❡✐❣❡♥✲✈❡❝t♦rs✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ t❤r❡❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧
✐♥❡rt✐❛ ❛①❡s ♦❢ t❤❡ ✈♦✐❞✳ ■t ❛❧s♦ ❛❞♠✐ts str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s {I1, I2, I3}✱ ✇❤✐❝❤
❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ t❤r❡❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✐♥❡rt✐❛ ♠♦♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✈♦✐❞✳
❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❛♥❞ ✈♦✐❞✬s ✐♥❡rt✐❛ ♠❛tr✐① ✇❛s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ s♦✉r❝❡
❝♦❞❡ ♦❢ ❋❖❘●❊ ❬✷✵✶✶❪ ❛s ❛ ❋♦rtr❛♥ s✉❜r♦✉t✐♥❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ✈❛❧✉❡s ❛t ❡❛❝❤ ✐♥❝r❡♠❡♥t
st❡♣ ♦❢ t❤❡ ❢✉❧❧✲✜❡❧❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳
✷✳✹✳✸ ▼♦r♣❤♦❧♦❣②✲❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❡❧❧✐♣s♦✐❞s
❋♦r t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ♦❢ ❛♥ ❡❧❧✐♣s♦✐❞✱ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♠♦♠❡♥ts ♦❢ ✐♥❡rt✐❛ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ❛♥
❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❧✐♣s♦✐❞✬s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✷✳✶✼✮✿
I1 =
V
5
(
r22 + r
2
3
)
,
I2 =
V
5
(
r21 + r
2
3
)
,
I3 =
V
5
(
r21 + r
2
2
)
,
✭✷✳✷✸✮
❧❡❛❞✐♥❣ t♦✿
r1 =
√
5
2V
(I2 + I3 − I1),
r2 =
√
5
2V
(I1 + I3 − I1),
r3 =
√
5
2V
(I1 + I2 − I3).
✭✷✳✷✹✮
~u1
~u2~u3
r1
r2r3
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✼✿ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡❧❧✐♣s♦✐❞✳
❚❤❡ ✈♦✐❞✬s ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♠♦♠❡♥ts ♦❢ ✐♥❡rt✐❛ {I1, I2, I3} ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ s❡t
♦❢ ♠♦r♣❤♦❧♦❣②✲❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❞✐♠❡♥s✐♦♥s r1, r2, r3 ♦❢ ❛♥② ✈♦✐❞✱ ❜② ❛♥❛❧♦❣② ✇✐t❤ ❛♥ ❡❧❧✐♣s♦✐❞✳
❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ ❡✐❣❡♥✲✈❡❝t♦rs { ★✥✔u1, ★✥✔u2, ★✥✔u3} ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ✈♦✐❞✬s ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❜❛s✐s ❛♥❞ ❝❛♥
❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ s❡t t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣②✲❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❡❧❧✐♣s♦✐❞✳
✻✷
✷✳✹ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✸❉ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❱♦❧✉♠❡ ❊❧❡♠❡♥t
❋✐❣✳ ✷✳✶✽ ✐❧❧✉str❛t❡s ❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♠❡s❤ ❢♦r ✈♦✐❞ ❆ ❛♥❞ ✐ts ❡q✉✐✈❛❧❡♥t
❡❧❧✐♣s♦✐❞ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣②✳
■♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❡❧❧✐♣s♦✐❞ ✇❛s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❞❛t❛ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ r❡❛❧ ❝❛s❡✳ ◆❛t✉✲
r❛❧❧②✱ ✐t ✐s ❛❧s♦ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❡❧❧✐♣s♦✐❞s ✇✐t❤ ❛r❜✐tr❛r② ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥
♦r❞❡r t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❡st ❝❛s❡s ♦✈❡r ✈❛r✐♦✉s r❛♥❣❡s ♦❢ ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❣r❡❛t ✐♥t❡r❡st t♦
♣❡r❢♦r♠ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② st✉❞② t♦ ❣❡♦♠❡tr② ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❚❤❡ ❝♦❞❡ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡
t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♠❡s❤ ♦❢ ❛♥ ❡❧❧✐♣s♦✐❞ ✇✐t❤ ❣✐✈❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✇❛s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞
✉s✐♥❣ ❈✰✰✳
✭❛✮ ❙✉r❢❛❝❡ ♠❡s❤ ♦❢ t❤❡ ❘❱❊ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣②✲❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❡❧❧✐♣s♦✐❞ t♦ ✈♦✐❞ ❆ ✭❣r❡❡♥✮✱
✐♥❞✐❝❛t✐✈❡❧② s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞ ✇✐t❤ ✈♦✐❞ ❆ ✭✇❤✐t❡✮
✭❜✮ ❈✉tt✐♥❣ ①③✲♣❧❛♥❡ ♦❢ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♠❡s❤ ♦❢ t❤❡ ❘❱❊ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣②✲❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❡❧❧✐♣s♦✐❞
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✽✿ ■♥✐t✐❛❧ ❘❱❊ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣②✲❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❡❧❧✐♣s♦✐❞✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ r❡❛❧
♠♦r♣❤♦❧♦❣② ♦❢ ✈♦✐❞ ❆✳
✻✸
❈❤❛♣t❡r ✷ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡s♦✲s❝❛❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤
✷✳✺ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡s♦✲s❝❛❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤
■♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡s♦✲s❝❛❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❘❱❊s ✐s t❤❡ ❝♦r❡ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦ ❛♥❞ ♠✉st
❜❡ ❝❛r❡❢✉❧❧② ❞❡✜♥❡❞✳ ❚❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ♦❢ ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡ ❛r❡ st✉❞✐❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ ❛ ✇✐❞❡
❝❛♠♣❛✐❣♥ ♦❢ ❢✉❧❧✲✜❡❧❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛t t❤❡ ❘❱❊✲s❝❛❧❡✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣
t❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t s♦❢t✇❛r❡ ❋❖❘●❊ ❬✷✵✶✶❪ ✭❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✮✳
❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❛❞❡q✉❛t❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ ♦r❞❡r t♦
❡♥s✉r❡ t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛t t❤❡ ❘❱❊✲s❛❧❡✳ ❋✐rst✱ ❛ s❡♥s✐t✐✈✐t② st✉❞② t♦
♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❢❡❛t✉r❡s ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❘❱❊ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛♥❞ ♠❡s❤ s✐③❡✳ ❚❤❡ ❘❱❊
❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧✐t② ❝♦❡✣❝✐❡♥t η ✭❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❊q✳ ✷✳✼✮✳
❚❤❡ ♠❡s❤ s✐③❡s ❛r❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❛♥❞ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❜② ③♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ❘❱❊✳
❚❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② st✉❞② t♦ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❢❡❛t✉r❡s ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ st❡♣s✳
• ■♥ ❛ ✜rst ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❘❱❊ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✇❡r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❝♦❛rs❡
♠❡s❤ s✐③❡✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ t❤✐s ❞♦❝✉♠❡♥t✳
• ❯s✐♥❣ t❤❡s❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❘❱❊ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ t♦ ♠❡s❤ s✐③❡ ✇❛s st✉❞✐❡❞
❛♥❞ ❛♥ ❛❞❡q✉❛t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♠❡s❤ s✐③❡ ✇❛s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳
• ❯s✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♠❡s❤ s✐③❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s st❡♣✱ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② st✉❞② t♦
❘❱❊ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✇❛s t❤❡♥ r❡♣❡❛t❡❞ ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ❘❱❊ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳
• ❚❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② st✉❞② t♦ ♠❡s❤ s✐③❡ ✇❛s ✜♥❛❧❧② r❡♣❡❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛♥♦t❤❡r r❡❛❧ ✈♦✐❞ ✇✐t❤
❞✐✛❡r❡♥t ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳
• ❯s✐♥❣ t❤❡ ❛❞❡q✉❛t❡ ✈❛❧✉❡s✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛t t❤❡ ❘❱❊✲s❝❛❧❡ ❢♦r ❱♦✐❞ ❆ ✇❡r❡
✜♥❛❧❧② ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛ ❢✉❧❧✲✜❡❧❞ ❡①♣❧✐❝✐t ♣r♦❝❡ss s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ✇♦r❦♣✐❡❝❡ s❝❛❧❡ ✐♥
♦r❞❡r t♦ ✈❡r✐❢② t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ ♠❡s♦✲s❝❛❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ st✉❞② ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡ ✐♥ ✐♥❞✉str✐❛❧
♣r♦❝❡ss ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳
✷✳✺✳✶ ❉❡♣❡♥❞❡♥❝❡ t♦ ♠❡s❤ s✐③❡
❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✜rst st❡♣✱ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ✈❛❧✉❡ η = 4 ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❝♦❛rs❡ ♠❡s❤
s✐③❡ h = 2.5 ♠♠ ✭✐♥ ❛ ✜rst ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✮✳ ■♥ t❤✐s ♣❛r❛❣r❛♣❤✱ ❛❧❧ ❘❱❊ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡
t❤✉s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡ η = 4 ✐♥ ❊q✳ ✷✳✼✳ ❚❤❡✐r r❡❧❛t✐✈❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡s ❛r❡
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✷✳
hmax ✭♠♠✮ hmin ✭♠♠✮ ◆❜ ♥♦❞❡s ◆❜ ❈P❯s ❈P❯ t✐♠❡ ❚♦t❛❧ ❈P❯ t✐♠❡
✷✳✺ ✷✳✺ ✶✷ ✵✵✵ ✷ ✸✵ ♠✐♥ ✶ ❤♦✉r
✵✳✺ ✵✳✺ ✹✺✵ ✵✵✵ ✶✻ ✷ ❞❛②s ✶✷ ❤♦✉rs ✹✵ ❞❛②s
✷✳✺ ✶✳✽ ✶✹ ✵✵✵ ✶ ✷ ❤♦✉rs ✷ ❤♦✉rs
✷✳✺ ✶✳✸ ✶✾ ✵✵✵ ✷ ✷ ❤♦✉rs ✹ ❤♦✉rs
✷✳✺ ✶✳✵ ✷✸ ✵✵✵ ✷ ✻ ❤♦✉rs ✶✷ ❤♦✉rs
✷✳✺ ✵✳✽ ✸✷ ✵✵✵ ✷ ✶✵ ❤♦✉rs ✷✵ ❤♦✉rs
✷✳✺ ✵✳✺ ✻✼ ✵✵✵ ✹ ✶✷ ❤♦✉rs ✷ ❞❛②s
✷✳✺ ✵✳✷✺ ✹✵✵ ✵✵✵ ✶✻ ✷ ❞❛②s ✷ ❤♦✉rs ✸✸ ❞❛②s ✽ ❤♦✉rs
✷✳✺ ✵✳✶✸ ✻✺✵ ✵✵✵ ✶✻ ✻ ❞❛②s ✷✶ ❤♦✉rs ✶✶✵ ❞❛②s
❚❛❜❧❡ ✷✳✷✿ ❚❡st❡❞ ♠❡s❤ s✐③❡s ✇✐t❤ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❢❡❛t✉r❡s✱ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ ❈P❯s
❛t ✷✳✸●❍③✱ ✸✷●♦ ❘❆▼✳
✻✹
✷✳✺ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡s♦✲s❝❛❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤
❘❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❛r❡❛ ❢♦r hmin
■♥ t❤❡ t✇♦ ✜rst ❧✐♥❡s ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✷✳✷✱ t❤❡ ♠❡s❤ s✐③❡ ✇❛s ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ❘❱❊✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② h = 2.5 ♠♠ ❛♥❞ h = 0.5 ♠♠✳ ❇② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡✐r t♦t❛❧ ❈P❯ t✐♠❡s✱ ✐t
❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t r❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ♠❡s❤ s✐③❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s❧② t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ❘❱❊ ✐♥✈♦❧✈❡s ❛
s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡s✳ ❚❤✐s ✐s ♠❛✐♥❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡ ✐♥❝r❡❛s❡
✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡s❤✳ ❋✐❣s✳ ✷✳✶✾❛ ❛♥❞ ❜ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ✜❡❧❞
♦❢ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t str❛✐♥ ❢♦r ❜♦t❤ ❝❛s❡s ♦❢ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♠❡s❤ s✐③❡✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡
♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ✜❡❧❞s ❛r❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✐♥ t❤❡ ③♦♥❡s t❤❛t ❛r❡ ❢❛r ❢r♦♠ t❤❡ ✈♦✐❞✳ ■t
✇❛s t❤✉s ❞❡❝✐❞❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ t✇♦ ❛r❡❛s ❢♦r t❤❡ ♠❡s❤ s✐③❡✱ s✉❝❤ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✶✾❝✳
❆ ✜♥❡ ♠❡s❤ s✐③❡ hmin ❛♥❞ ❛ ❝♦❛rs❡ ♠❡s❤ s✐③❡ hmax ❝❛♥ ❜❡ s❡t✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❝❧♦s❡ ❛♥❞ ❢❛r
❢r♦♠ t❤❡ ✈♦✐❞✳ ❚❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛r❡❛ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ✈♦✐❞ ✭r❡✜♥❡♠❡♥t ❜♦①✮ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞
❛s t✇✐❝❡ t❤❡ ✈♦✐❞s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s di✳
✭❛✮ ◆♦ r❡✜♥❡♠❡♥t hmin = hmin = 2.5 ♠♠
✭❜✮ ●❧♦❜❛❧ r❡✜♥❡♠❡♥t hmax = hmin = 0.5 ♠♠
✭❝✮ ▲♦❝❛❧ r❡✜♥❡♠❡♥t hmax = 2.5 ♠♠❀ hmin = 0.5 ♠♠
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✾✿ ❈✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡ ♦❢ t❤❡ ❘❱❊ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ✈♦✐❞ ❆ ✉♥❞❡r ❤♦t r♦❧❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✇✐t❤
✈❛r✐♦✉s ♠❡s❤ s✐③❡s✱ ❛t t = 0.1 s✳
■t ✇❛s t❤❡♥ ✈❡r✐✜❡❞ t❤❛t t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ ❛r❡❛s ❤❛❞ ♥♦ ✐♠♣❛❝t ♦♥ ✈♦✐❞
❝❧♦s✉r❡✳ ❚❤❡ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✷✵✳ ❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥s t❤❛t ✇❡r❡
♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ r❡✜♥❡♠❡♥t ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥
✻✺
❈❤❛♣t❡r ✷ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡s♦✲s❝❛❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤
t❤❛t ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤♦✉t r❡✜♥❡♠❡♥t ✭hmax = hmin = 2.5 ♠♠✮ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✉♥❞❡r❡st✐✲
♠❛t❡s ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡✳
■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ✜♥❡ ♠❡s❤ s✐③❡ hmin ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡✜♥❡♠❡♥t ❜♦①✳
❆ ❝♦❛rs❡ ♠❡s❤ s✐③❡ hmax = 2.5 ♠♠ ✇✐❧❧ s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❢❛r ❢r♦♠ t❤❡ ✈♦✐❞✳ ◆♦t❡
t❤❛t t❤❡ ❢❛❝t ♦❢ ❝♦❛rs❡♥✐♥❣ t❤❡ ♠❡s❤ s✐③❡ ❢❛r ❢r♦♠ t❤❡ ✈♦✐❞ ✐♥❞✉❝❡s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t r❡❞✉❝t✐♦♥
♦❢ t♦t❛❧ ❈P❯ t✐♠❡ ✭❜② ❛ ❢❛❝t♦r ✷✵✮ ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✵✿ ❊✛❡❝t ♦❢ hmax ✭✐♥ ♠♠✮ ♦♥ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✈♦✐❞ ❆ ✉♥❞❡r ❤♦t r♦❧❧✐♥❣
❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳
■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ hmin
❙❡✈❡r❛❧ ❘❱❊ ✇❡r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ✈❛r✐♦✉s ✈❛❧✉❡s ♦❢ hmin ✭s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✷✳✷✮✳ ❆ ❢❡✇ ❡①❛♠♣❧❡s
❛r❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✷✶ ♦♥ ❛ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡✳
❱♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✷✷ ❢♦r t❤❡ t❡st❡❞ ♠❡s❤ s✐③❡s✳ ❚❤❡ ✜❣✉r❡ ♣♦✐♥ts
♦✉t ❛ ♥♦♥ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② t♦ ♠❡s❤ s✐③❡✳ ❆ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ ❛❜♦✉t ✶✵✪ ✇❛s
♦❜t❛✐♥❡❞ ♦✈❡r t❤❡ t❡st❡❞ r❛♥❣❡✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤✐s s❡♥s✐t✐✈✐t②✱ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t str❛✐♥ ❢♦r ❛
s❡❣♠❡♥t ❧❡♥❣t❤ ✐♥ t❤❡ ❘❱❊ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✷✸ ❢♦r s❡✈❡r❛❧ ♠❡s❤ s✐③❡s✳ ❖♥ t❤❡ t✇♦
r❛♥❣❡s ♦❢ ❛❜s❝✐ss❛ ❬✵✱ ✶✺❪ ♠♠ ❛♥❞ ❬✸✽✱ ✺✵❪ ♠♠✱ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞✳ ❚❤❡②
❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ③♦♥❡s ✐♥ t❤❡ ❘❱❊✳
■♥ t❤❡ ❝❧♦s❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ ✈♦✐❞✱ ✐✳❡✳ ♦♥ t❤❡ r❛♥❣❡s ❬✶✽✱ ✷✹❪ ♠♠ ❛♥❞ ❬✷✼✱ ✸✸❪ ♠♠✱
str♦♥❣ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❚❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✢♦✇ ❛r♦✉♥❞
t❤❡ ✈♦✐❞✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡ ✐♥✈♦❧✈❡s r❛t❤❡r str♦♥❣ ❣r❛❞✐❡♥ts ♦❢ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ t❤❡
✈♦✐❞✳ ■t ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❡❧❡✈❛t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❛s t❤❡ ✈♦✐❞ ♣r❡s❡♥ts ❛ r❛t❤❡r t♦rt✉♦✉s ❛s♣❡❝t✳
❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t str❛✐♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ✜♥❡r ♠❡s❤❡s s❤♦✇ ❤✐❣❤❡r ❛♠♣❧✐t✉❞❡ r❡❣❛r❞✐♥❣
t❤❡ ♣❡❛❦s ❛t ✷✷ ♠♠ ❛♥❞ ❛t ✸✸ ♠♠✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ s✉❝❤ ❣r❛❞✐❡♥ts ♦❢
♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ✜❡❧❞s✱ t❤❡ ♠❡s❤ s✐③❡ ♠✉st ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② ✜♥❡✳ ❯s✐♥❣ ❝♦❛rs❡ ♠❡s❤ s✐③❡s ✐♥✈♦❧✈❡s
❛♥ ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈♦✐❞ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✷✳✷✷❛ ❛♥❞ ❜✮✳
❋✐❣✳ ✷✳✷✷ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ hmin ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❛t t = 0.1 s✳ ❚❤❡
✜❣✉r❡ ♠❡♥t✐♦♥s ❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ✇❤❡♥ r❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ♠❡s❤ s✐③❡✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐✈❡
✻✻
✷✳✺ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡s♦✲s❝❛❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤
✭❛✮ hmin = 2.5 ♠♠
✭❜✮ hmin = 0.8 ♠♠
✭❝✮ hmin = 0.5 ♠♠
✭❞✮ hmin = 0.25 ♠♠
❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✶✿ ❈✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡ ♦❢ t❤❡ ❘❱❊ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ✈♦✐❞ ❆ ✉♥❞❡r ❤♦t r♦❧❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✇✐t❤
✈❛r✐♦✉s ♠❡s❤ s✐③❡s hmin✱ ❛t t = 0.1 s✳
✻✼
❈❤❛♣t❡r ✷ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡s♦✲s❝❛❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤
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✭❜✮ ❱♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ✈s✳ ❤❡✐❣❤t r❡❞✉❝t✐♦♥
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V(t=0.1s)/V0
✭❝✮ ❱♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❛t t = 0.1 s ✈s✳ ♠❡s❤ s✐③❡
❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✷✿ ❊✛❡❝t ♦❢ hmin ✭✐♥ ♠♠✮ ♦♥ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✈♦✐❞ ❆ ✉♥❞❡r ❤♦t r♦❧❧✐♥❣
❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳
✻✽
✷✳✺ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡s♦✲s❝❛❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤
✭❛✮ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❛❜s❝✐ss❛ ❜❡❧♦✇
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✭❜✮ ❱❛❧✉❡s ♦❢ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t str❛✐♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❧✐♥❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛❜♦✈❡
❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✸✿ Pr♦✜❧❡ ♦❢ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t str❛✐♥ ❛❧♦♥❣ ❛ ❧✐♥❡✱ ❛t t = 0.1 s✱ ❢♦r s❡✈❡r❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ hmin
✭✐♥ ♠♠✮✳
✻✾
❈❤❛♣t❡r ✷ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡s♦✲s❝❛❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ✉s✐♥❣ hmin = ✵✳✷✺ ♠♠ ❛♥❞ t❤♦s❡
✉s✐♥❣ hmin = ✵✳✶✸ ♠♠ ✐s ❧♦✇❡r t❤❛♥ ✵✳✺✪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ t♦t❛❧ r❡q✉✐r❡❞ ❈P❯ t✐♠❡ ✐s
♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ✸✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ hmin = ✵✳✷✺ ♠♠ ❝❛♥ t❤✉s ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
❛s ❛♥ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦rt❤❝♦♠✐♥❣ ❘❱❊ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳
✷✳✺✳✷ ❉✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❘❱❊
■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❛r❛❣r❛♣❤✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ η = 4 ❤❛❞ t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❛ ✜rst ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ❛s
t❤❡ ❛❞❡q✉❛t❡ ♠❡s❤ s✐③❡ ✇❛s ♥♦t ②❡t ❞❡✜♥❡❞✳
■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❘❱❊ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛r❡ st✉❞✐❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛❞❡q✉❛t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♠❡s❤
s✐③❡ hmin = 0.25 ♠♠✳ ❚❤✐s ✈❛❧✉❡ ✐s s❡t t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ❘❱❊ hmin = hmax = 0.25 ♠♠✳ ❚❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡s❤❡s ❛r❡ t❤✉s r❡❧❛t✐✈❡❧② ❤✐❣❤ ✭s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✷✳✸✮✳ ❚❤❡
t♦t❛❧ ❈P❯ t✐♠❡s ❛r❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ✈❡r② ❤✐❣❤ ❛s ✇❡❧❧✳
❚❤❡ s❛♠❡ ❝❛s❡ ❛s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✇❛s ✉s❡❞✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ✈♦✐❞ ❆ ✉♥❞❡r ❤♦t r♦❧❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱
❛♥❞ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✷✹ ❢♦r t❤❡ ❢♦✉r ❘❱❊ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳
η ◆❜ ♥♦❞❡s ◆❜ ❈P❯s ❈P❯ t✐♠❡ ❚♦t❛❧ ❈P❯ t✐♠❡
✷ ✷✹✵ ✵✵✵ ✹ ✻ ❞❛②s ✶✼ ❤♦✉rs ✷✻ ❞❛②s ✷✵ ❤♦✉rs
✸ ✹✵✵ ✵✵✵ ✹ ✶✵ ❞❛②s ✶ ❤♦✉r ✹✵ ❞❛②s ✹ ❤♦✉rs
✹ ✺✼✵ ✵✵✵ ✽ ✶✵ ❞❛②s ✶✻ ❤♦✉rs ✽✺ ❞❛②s ✽ ❤♦✉rs
✺ ✼✷✷ ✵✵✵ ✽ ✶✻ ❞❛②s ✷✷ ❤♦✉rs ✶✸✺ ❞❛②s ✽ ❤♦✉rs
❚❛❜❧❡ ✷✳✸✿ ❚❡st❡❞ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❘❱❊ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ✈♦✐❞ ❆✱ ✉♥❞❡r ❤♦t r♦❧❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱
♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ ❈P❯s ❛t ✷✳✸●❍③✱ ✸✷●♦ ❘❆▼✳
η = 2 η = 3
η = 4
η = 5
❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✹✿ ❙tr❛✐♥ ✜❡❧❞ ✐♥ ❘❱❊ ✉s✐♥❣ ✈❛r✐♦✉s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳
❚❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✷✺✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ❡①❤✐❜✐t ❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❢♦r ❧❛r❣❡
❘❱❊ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❚❤✐s ✐s ❝♦❤❡r❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ✜❡❧❞s ❛r❡
❛♣♣❧✐❡❞ ✉s✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ❡rr♦r ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢
η ✐s ❞✉❡ t♦ ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ✜❡❧❞s ✇✐t❤ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢ t❤❡ ❘❱❊✳ ❚❤✐s
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✷✹✱ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ str❛✐♥ ✜❡❧❞ ❢♦r
η = 2 ❛♥❞ t❤❡ t❤r❡❡ ♦t❤❡r ❝❛s❡s✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛t t❤❡ ❝❧♦s❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣s
✼✵
✷✳✺ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡s♦✲s❝❛❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤
♦❢ t❤❡ ✈♦✐❞ ❧♦❝❛❧❧② ♠♦❞✐✜❡s t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ✜❡❧❞s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ✈♦✐❞✳ ❚❤❡ ❢♦✉r ❝❛s❡s ❛r❡
❣✐✈❡♥ ❢♦r ❛ ❝♦♠♠♦♥ r❡♠♦t❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ st❛t❡✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡
❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ③♦♥❡s ✭r✐❣❤t ❛♥❞ ❧❡❢t✮ ✐s ❛❜♦✉t ✶✳✸✺✳ ❩♦♥❡s ♦❢ ❧♦✇❡r ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭❛r♦✉♥❞ ✶✳✷✺✮
❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛❜♦✈❡ ❛♥❞ ❜❡❧♦✇ t❤❡ ✈♦✐❞✳ ■t ✐s ♥♦t❡✇♦rt❤② t❤❛t t❤❡s❡ ③♦♥❡s ❛r❡ tr✉♥❝❛t❡❞
❜② t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②✱ ❜✉t t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✜❡❧❞ ✐s r♦✉❣❤❧② t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❛❧❧ ❝❛s❡s
η ≥ 3✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ η ❂ ✷ ✐s ❧♦✇❡r✱ ❛r♦✉♥❞ ✶✳✷✵✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡
❡①❝❡ss✐✈❡ ♣r♦①✐♠✐t② ♦❢ t❤❡ ✉♣♣❡r ❛♥❞ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ ❛♥ ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t✐♦♥
♦❢ ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡✳ ■♥ ❋✐❣✳ ✷✳✷✺✱ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❘❱❊ ✇✐t❤ η ❂ ✷ ✐s ❛❜♦✉t ✽✪
❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ t❤r❡❡ ✈❛❧✉❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ η ≥ 3✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❘❱❊ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡✳ ❋♦r t❤❡ ❝❛s❡ η = 3✱ t❤❡
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ✐s ❛❜♦✉t ✶✳✺✪ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ η ❂ ✺✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛♥
❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❛♥❞ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡✳
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V(t=0.10s)/V0
✭❝✮ ❱♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❛t t = 0.1 s ✈s✳ η
❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✺✿ ❊✛❡❝t ♦❢ ❘❱❊ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦♥ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳
✼✶
❈❤❛♣t❡r ✷ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡s♦✲s❝❛❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤
✷✳✺✳✸ ❱❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤ s✐③❡ ✉s✐♥❣ ❛ s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡
❚❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✐♥✢✉❡♥❝❡ t♦ ♠❡s❤ s✐③❡ ✇❛s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✈♦✐❞ ❆ ✉♥❞❡r ❤♦t
r♦❧❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② t♦ ♠❡s❤ s✐③❡ ✇❛s t❤❡♥ r❡♣❡❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ s❡❝♦♥❞ ✈♦✐❞✱
❛♥❞ ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❱♦✐❞ ❆❉ ✇❛s ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
♠✐❝r♦t♦♠♦❣r❛♣❤② ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❙❛♠♣❧❡ ❆❉✳ ❆ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❘❱❊ ♠❡s❤ ✇❛s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✉s✐♥❣
t❤❡ ✈❛❧✉❡ η = 3 ✭✐♥ ❊q✳ ✷✳✼✮✱ ❛♥❞ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✷✻✳ ❚❤❡ ❧♦❝❛❧ r❡✜♥❡♠❡♥t ❜♦①
❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡ hmin ✇❛s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t✇✐❝❡ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✈♦✐❞✱ ❛s ✐♥ t❤❡
♣r❡✈✐♦✉s ❝❛s❡✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ♠❡s❤ s✐③❡ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✹✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ hmax = ✶ ♠♠
✇❛s ❞❡✜♥❡❞ ❡❧s❡✇❡r❡✱ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✷✼✳
❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✻✿ ■♥✐t✐❛❧ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❘❱❊ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ✈♦✐❞ ❆❉✳
hmax ✭♠♠✮ hmin ✭♠♠✮ ◆❜ ♥♦❞❡s ◆❜ ❈P❯s ❈P❯ t✐♠❡ ❚♦t❛❧ ❈P❯ t✐♠❡
✶✳✵ ✶✳✵ ✸✶ ✵✵✵ ✶✻ ✹ ❤♦✉rs ✷ ❞❛②s ✶✻ ❤♦✉rs
✶✳✵ ✵✳✽ ✸✻ ✵✵✵ ✶✻ ✻ ❤♦✉rs ✹ ❞❛②s
✶✳✵ ✵✳✺ ✻✹ ✵✵✵ ✶✻ ✶✽ ❤♦✉rs ✶✷ ❞❛②s
✶✳✵ ✵✳✸✽ ✾✶ ✵✵✵ ✶✻ ✷✻ ❤♦✉rs ✶✼ ❞❛②s ✽ ❤♦✉rs
✶✳✵ ✵✳✷✺ ✶✽✷ ✵✵✵ ✶✻ ✶✵✻ ❤♦✉rs ✼✵ ❞❛②s ✶✻ ❤♦✉rs
✶✳✵ ✵✳✶✽ ✸✾✻ ✵✵✵ ✸✷ ✶✶✼ ❤♦✉rs ✶✺✻ ❞❛②s
❚❛❜❧❡ ✷✳✹✿ ❚❡st❡❞ ♠❡s❤ s✐③❡s ✇✐t❤ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❢❡❛t✉r❡s ❢♦r ✈♦✐❞ ❆❉✱ ♣❡r❢♦r♠❡❞
✉s✐♥❣ ❈P❯s ❛t ✷✳✸●❍③✱ ✸✷●♦ ❘❆▼✳
■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ♠♦r❡ ❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇❡r❡ ❝❤♦s❡♥✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛
s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❆s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✷✽✱ t❤✐s ❝❛s❡ ✐♥✈♦❧✈❡s ❛
st❡❡♣ ✐♥✐t✐❛❧ s❧♦♣❡ ❛♥❞ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✜♥❛❧ ❝❧♦s✉r❡✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ r❡❧❛t✐✈❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
♦✈❡r t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ t❡st❡❞ ♠❡s❤ s✐③❡s ✇❛s s❧✐❣❤t❡r ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❛❜♦✉t ✺✪ ❛t t = 2.14 s✳
❱♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡s ✈s✳ hmin ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✷✽❝ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤ s✐③❡ ♦♥ t❤❡
✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝❛s❡✱ t❤❡ ♠❡s❤ s✐③❡ ♦❢ hmin = ✵✳✷✺ ♠♠ ❛❧s♦
❛♣♣❡❛rs ❛s ❛♥ ❛❞❡q✉❛t❡ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡
❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝②✳
✼✷
✷✳✺ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡s♦✲s❝❛❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤
✭❛✮ hmin = 1.0 ♠♠ ✭❜✮ hmin = 0.38 ♠♠
✭❝✮ hmin = 0.25 ♠♠ ✭❞✮ hmin = 0.18 ♠♠
❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✼✿ ❈✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡ ♦❢ t❤❡ ❘❱❊ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ✈♦✐❞ ❆❉ ✉♥❞❡r ❝♦♥st❛♥t ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥s✱ ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ♠❡s❤ s✐③❡s hmin ❛♥❞ ❝♦♠♠♦♥ hmax = 0.1 ♠♠✱ ❛t t = 2.14 s✳
✼✸
❈❤❛♣t❡r ✷ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡s♦✲s❝❛❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤
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✭❛✮ ❱♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ✈s✳ t✐♠❡
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✭❜✮ ❱♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ✈s✳ ❤❡✐❣❤t r❡❞✉❝t✐♦♥
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hmin
0.16
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31 000 nodes - 2 days 16 hours
64 000 nodes - 12 days
182 000 nodes - 70 days
396 000 nodes - 156 days
V(t=2.14s)/V0
✭❝✮ ❱♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❛t t❂✷ s ✈s✳ ♠❡s❤ s✐③❡
❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✽✿ ❊✛❡❝t ♦❢ hmin ✭✐♥ ♠♠✮ ♦♥ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✈♦✐❞ ❆❉ ✉♥❞❡r ❝♦♥st❛♥t
❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳
✼✹
✷✳✺ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡s♦✲s❝❛❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤
❆s ❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ t❤❡ ❘❱❊ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♠✉st ❜❡ ❛t ❧❡❛st t❤r❡❡ t✐♠❡s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ✈♦✐❞
❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ■❢ ❛ ❧♦✇❡r ✈❛❧✉❡ ♦❢ η ✐s ✉s❡❞✱ ❜♦✉♥❞❛r② ❡✛❡❝ts ♠✐❣❤t r✐s❡ ❛♥❞ ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡
♠✐❣❤t ❜❡ ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡❞✳ ❆❧❧ ❢♦rt❤❝♦♠✐♥❣ ❘❱❊ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐❧❧ t❤✉s ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ η ≥ 3✳
❚❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ r❡✜♥❡♠❡♥t ③♦♥❡ ♠✉st ❜❡ ❛❜♦✉t t✇✐❝❡ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✈♦✐❞✳
❋♦r t❤❡ t✇♦ st✉❞✐❡❞ r❡❛❧ ✈♦✐❞s ❆ ❛♥❞ ❆❉✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ hmin ❂ ✵✳✷✺ ♠♠ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛ ❣♦♦❞
❝♦♠♣r♦♠✐s❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛❝❝✉r❛❝② ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡s✳ ▲❛r❣❡r ♠❡s❤ s✐③❡s ❤❛✈❡
t❤❡ t❡♥❞❡♥❝② t♦ s❧✐❣❤t❧② ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡ ♦❢ ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡ ❛s ✇❡❧❧✳
❚❤❡ t✇♦ ✈♦✐❞s ❆ ❛♥❞ ❆❉ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ r❡❛❧ ✈♦✐❞s t❤❛t ✇✐❧❧
❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ❛s t❤❡② ✇❡r❡ ❛❧❧ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ st❡❡❧ s♣❡❝✐♠❡♥
❛♥❞ ❡①❤✐❜✐t ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ s✐③❡s✳ ❲✐t❤✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ hmin ❂ ✵✳✷✺ ♠♠ ❝❛♥ t❤✉s
r❡❛s♦♥❛❜❧② ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ❢♦r t❤❡ ❢♦rt❤❝♦♠✐♥❣ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳
✼✺
❈❤❛♣t❡r ✷ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡s♦✲s❝❛❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤
✷✳✺✳✹ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ❢✉❧❧✲✜❡❧❞ ❡①♣❧✐❝✐t s✐♠✉❧❛t✐♦♥
❚♦ ✜♥❛❧❧② ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛♥ ❘❱❊ t♦ st✉❞② ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡ ❛t t❤❡ ♠✐❝r♦✲s❝❛❧❡ ✉♥❞❡r r❡❛❧
✐♥❞✉str✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❢✉❧❧✲✜❡❧❞ ❡①♣❧✐❝✐t s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛t
t❤❡ ✇♦r❦♣✐❡❝❡ s❝❛❧❡ ❛♥❞ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳
❚❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ✈♦✐❞ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ✈♦✐❞ ❆ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✷✳✶✸✮ ✇❛s ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ✇♦r❦♣✐❡❝❡ ❞❡✜♥❡❞
✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ P❛ss ❈✶✕✺✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❆s❝♦♠❡t❛❧✳ ❚❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❤♦t r♦❧❧✐♥❣ ✇❛s ❝❤♦s❡♥ ❢♦r t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❛s♦♥s✳ ❋✐rst✱ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❧♦❛❞✐♥❣s t❤❛t ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦❝❡ss st✉❞②
✇❡r❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ✉s✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ ❛♥ ❘❱❊✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣②
♦❢ ✈♦✐❞ ❆ ✭♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❆s❝♦♠❡t❛❧ st❡❡❧ s❛♠♣❧❡✮ ✐s ❝♦❤❡r❡♥t ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛♥❞
❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳
❚❤❡ ✈♦✐❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✇♦r❦♣✐❡❝❡ ✇❛s ❞❡✜♥❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥ts
✉s❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✇♦r❦♣✐❡❝❡ ♠❡s❤ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✷✾✳
■❞❡♥t✐❝❛❧ ♠❡s❤ s✐③❡s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ✈♦✐❞✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✈❛❧✉❡s ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡
♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ❧♦❝❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ✜❡❧❞s✳ ❇♦✉♥❞❛r②
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❘❱❊ ✇❡r❡ ✐♠♣♦s❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳
❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❢❡❛t✉r❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✺✳
❚❤❡ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✸✵✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡
❡①♣❧✐❝✐t r♦❧❧✐♥❣ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ♠❡s❤ ❞❡❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✇❛s ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ❛♥❞ ✇❛s ♠❛♥✉❛❧❧② ❝♦rr❡❝t❡❞
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣✉rs✉❡ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ✈♦✐❞ ❡✈♦❧✉t✐♦♥
❢♦r t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ♣r♦❝❡ss✳ ▼❛♥✉❛❧ ♠❡s❤ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❜❡❝❛♠❡ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❛❢t❡r ❛ ❝❡rt❛✐♥ t✐♠❡✳
❚❤❡ ❝✉r✈❡ ✐s t❤✉s ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ♦♥ t❤❡ ❡♥t✐r❡ r❛♥❣❡ t ❂ ❬✵✱ ✵✳✶✶❪ s✱ t❤❡ ❝✉r✈❡s s❤♦✇ ❛♥ ❡①❝❡❧❧❡♥t ❛❣r❡❡♠❡♥t✳ ❚❤✐s
❛❣r❡❡♠❡♥t s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ❛ r❡❛❧ ✈♦✐❞ ❝❛♥ ❜❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✇✐t❤ ❡①❝❡❧❧❡♥t ❛❝❝✉r❛❝②
✐♥ ❛♥ ❘❱❊✱ ✉s✐♥❣ ❛❞❡q✉❛t❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❛❞❡q✉❛t❡ ♠❡s❤✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡s ❛♥❞ ❛❞❡q✉❛t❡
❘❱❊ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❜② s✉❜st✐t✉t✐♥❣ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ ❡♥t✐r❡
✇♦r❦♣✐❡❝❡ ✇✐t❤ s✐♠♣❧❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❤❡ ❘❱❊ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❡♥❛❜❧❡s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥
t♦ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ ❜❡tt❡r st❛❜✐❧✐t②✱ ❛s ♠❡s❤ ❞❡❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✇❛s ♥♦t ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s
❝❛s❡✳ ❚❤❡ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ♣r♦❝❡ss ❞✉r❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ ✐t ✇❛s
✐♥t❡rr✉♣t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ♣r♦❝❡ss✳
❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ hmin ◆❜ ♥♦❞❡s ◆❜ ❈P❯s ❈P❯ t✐♠❡ ❚♦t❛❧ ❈P❯ t✐♠❡
❋✉❧❧✲✜❡❧❞ ❡①♣❧✐❝✐t ✵✳✷✺ ♠♠ ✸ ✹✺✵ ✵✵✵ ✸✷ ✶✶ ❞❛②s ✾ ❤♦✉rs ✸✻✹ ❞❛②s
❘❱❊ ✭η = 3✮ ✵✳✷✺ ♠♠ ✹✵✵ ✵✵✵ ✹ ✶✵ ❞❛②s ✶ ❤♦✉r ✹✵ ❞❛②s ✹ ❤♦✉rs
❚❛❜❧❡ ✷✳✺✿ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❢❡❛t✉r❡s ❢♦r t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ t❤❡ ❘❱❊ ❛♣✲
♣r♦❛❝❤✱ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ ❈P❯s ❛t ✷✳✸●❍③✱ ✸✷●♦ ❘❆▼✳
✼✻
✷✳✺ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡s♦✲s❝❛❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤
❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✾✿ ❋✉❧❧✲✜❡❧❞ ❡①♣❧✐❝✐t ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❜❛r ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ✈♦✐❞ ❆✱ ❞✉r✐♥❣ ❤♦t r♦❧❧✐♥❣
♣❛ss✳
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 0.12 0.14
Time (s)
0.0
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0
V
/V
0
Explicit process
RVE (η=3)
❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✵✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ♣r♦❝❡ss s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞
✐♥ t❤❡ ❘❱❊✳
✼✼
❈❤❛♣t❡r ✷ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡s♦✲s❝❛❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤
✷✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s
❆ ♠❡s♦✲s❝❛❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❛s ❝❤♦s❡♥ t❤❛♥❦s t♦ ✐ts ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛❝❝✉r❛❝② ❛♥❞ ✢❡①✐❜✐❧✐t② ❢♦r
st✉❞②✐♥❣ ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡ ✐♥ ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳
❚❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ✇❛s s❤♦✇♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✈♦✐❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❘❡❛❧ ✈♦✐❞
♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡s ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠✐❝r♦t♦♠♦❣r❛♣❤② ✐♠❛❣❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ✇✐t❤
❡①❝❡❧❧❡♥t ♣r❡❝✐s✐♦♥✳ ❇♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❛t r❡s♣❡❝t r❡❛❧ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❧♦❛❞✐♥❣s ❝❛♥ ❛❧s♦
❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛♥❞ ✇❡r❡ ✈❡r✐✜❡❞✳ ❆ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ❛ ❢✉❧❧✲✜❡❧❞ ❡①♣❧✐❝✐t ♣r♦❝❡ss s✐♠✉❧❛t✐♦♥
❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛ ✈♦✐❞ ❥✉st✐✜❡❞ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛♥ ❘❱❊✱ ❛♥❞ ✐❧❧✉str❛t❡❞ t❤❡ ❜❡♥❡✜ts ✐♥ t❡r♠s ♦❢
❛❝❝✉r❛❝② ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡s✳
❚❤❡ ✢❡①✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❛s ❛❧s♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ♠♦r♣❤♦❧♦❣②✲
❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❣❡♦♠❡tr✐❡s ❛♥❞ ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❋❧❡①✐❜✐❧✐t② ✐s✱ ✐♥ ❢❛❝t✱ ❛ ❦❡②
♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❛s ✐t ❡♥❛❜❧❡s ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ❛r❜✐tr❛r② ❣❡♦♠❡tr✐❡s ❛♥❞ ❛r❜✐tr❛r②
❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t♦ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢
❘❱❊s ✉s✐♥❣ s✉❝❤ ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❡♥❛❜❧❡ ❛ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ st✉❞② ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳
◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❢❡❛t✉r❡s ✇❡r❡ ❛❧s♦ t❡st❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ t❤❡ ❘❱❊ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳
❚❤❡ st✉❞② s❤♦✇❡❞ t❤❛t ❛tt❡♥t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ♣❛✐❞ t♦ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠❡s❤❡s✱
✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛♥❞ ♠❡s❤ s✐③❡✳ ❆❞❡q✉❛t❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❘❱❊✲t♦✲✈♦✐❞ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s r❛t✐♦
η ❛♥❞ ♦❢ ♠❡s❤ s✐③❡ hmin ✇❡r❡ ❢♦✉♥❞ ✭r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ t②♣✐❝❛❧ ✈♦✐❞s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤✐s
✇♦r❦✮✳ ❆ ❣♦♦❞ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ ❜❡t✇❡❡♥ r❡s✉❧ts ❛❝❝✉r❛❝② ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞✳
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❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ ❢✉❧❧✲✜❡❧❞
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
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❈❤❛♣t❡r ✸ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ ❢✉❧❧✲✜❡❧❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
❘és✉♠é ❢r❛♥ç❛✐s
❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ♣♦r❡s q✉✐ ♣❡✉t êtr❡
♣ré❞✐t❡ ♣❛r ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❡♥ ❝❤❛♠♣ ❝♦♠♣❧❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s
❋❖❘●❊ ❬✷✵✶✶❪✳ ▲❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❡♥ ❝❤❛♠♣ ❝♦♠♣❧❡t ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t à
❞❡✉① r❡♣r✐s❡s✳ ❆ ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞✉ ❱❊❘✱ ❧❡s ♣♦r❡s s♦♥t ❞é❝r✐ts ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡✱ ❛✜♥ ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡s
♠é❝❛♥✐s♠❡s ❞❡ r❡❢❡r♠❡t✉r❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ très ♣ré❝✐s❡ ✭❝❤❛♣✐tr❡ ✹✮✳ ❆ ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡✱
❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é s❡r❛ ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❝♦♠♣❛ré ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺ à ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❡①♣❧✐❝✐t❡s ❡♥
❝❤❛♠♣ ❝♦♠♣❧❡t✱ ♣♦✉r ❞❡✉① ❝❛s ❞❡ ♣r♦❝é❞és ✐♥❞✉str✐❡❧s✳ ▲❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡♥ ❝❤❛♠♣ ❝♦♠♣❧❡t
❛♣♣❛r❛ît ❞♦♥❝ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♦✉t✐❧ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ à ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❡t à s❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✳
■❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞♦♥❝ ❞❡ s✬❛ss✉r❡r ❞❡ ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ♦❜t❡♥✉s✳
▲✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣ré❝✐s❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ✸❉ ❞❡s ♣♦r❡s ❛ été ré❛❧✐sé❡ s✉r q✉❛tr❡ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s
❞✬❛❝✐❡rs ♣❛r ♠✐❝r♦t♦♠♦❣r❛♣❤✐❡ ❛✉① r❛②♦♥s ❳✳ ❉❡s ❡ss❛✐s ❞✬é❝r❛s❡♠❡♥t à ❝❤❛✉❞ ♦♥t été
ré❛❧✐sés ❛✜♥ ❞✬✐♥❞✉✐r❡ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ t❛✉① ❞❡ r❡❢❡r♠❡t✉r❡✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❧❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❞é❢♦r♠és
♦♥t été à ♥♦✉✈❡❛✉ ♦❜s❡r✈és ♣❛r ♠✐❝r♦t♦♠♦❣r❛♣❤✐❡ ❛✉① r❛②♦♥s ❳✳ ❈❡s ❡ss❛✐s ❞✬é❝r❛s❡♠❡♥t ♦♥t
♣❛r❛❧❧è❧❡♠❡♥t été s✐♠✉❧és ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❡♥ ❝❤❛♠♣ ❝♦♠♣❧❡t à ♣❛rt✐r
❞❡s ✐♠❛❣❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s✱ ❡t ❧✬ét❛t ✜♥❛❧ ❞❡s ♣♦r❡s ♣ré❞✐t ♣❛r ❝❡tt❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛ été ❝♦♠♣❛ré❡ ❛✉①
✐♠❛❣❡s ✜♥❛❧❡s ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ♠✐❝r♦t♦♠♦❣r❛♣❤✐❡✳
▼❛❧❣ré ❧❡ ♣❡✉ ❞❡ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❡①✐st❛♥t❡ s✉r ❝❡ t②♣❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ❧❛ ❢❛✐s❛❜✐❧✐té ❞❡ ❝❡tt❡
✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❛ été ❞é♠♦♥tré❡✳ ▲❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❝❧é ❡st ❧❡ r❛♣♣♦rt ❡♥tr❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡
♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s ♣♦r❡s ❡t ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥✳ ▲✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ q✉✐ ❛ ❞♦♥♥é ❧✐❡✉ à ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡
q✉❛❧✐té ❞✬✐♠❛❣❡ ❛ ♠♦♥tré ✉♥❡ ❡①❝❡❧❧❡♥t❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❡♥
❝❤❛♠♣ ❝♦♠♣❧❡t✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ❛ ❞♦♥❝ ♣❡r♠✐s ❞❡ ✈❛❧✐❞❡r ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡
❡♥ ❝❤❛♠♣ ❝♦♠♣❧❡t ❝♦♠♠❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐❢ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ré❡❧ ❞❡s ♣♦r❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡
❝❡ tr❛✈❛✐❧✳
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✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❚❤❡ ♠❛✐♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝❤❛♣t❡r ✐s t♦ ✈❡r✐❢② t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ✈♦✐❞ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ t❤❛t
❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❢✉❧❧✲✜❡❧❞ ❡①♣❧✐❝✐t s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ ❋❖❘●❊ ❬✷✵✶✶❪✳ ❋✉❧❧✲✜❡❧❞ ❡①♣❧✐❝✐t
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❡①tr❡♠❡❧② ✉s❡❢✉❧ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦ ❛♥❞ ❛r❡ ✉s❡❞ ❛t t✇♦ ❧❡✈❡❧s✳ ❋✐rst❧②✱ ❢✉❧❧✲
✜❡❧❞ ❡①♣❧✐❝✐t s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ✉s❡❞ ❛t t❤❡ ❘❱❊✲s❝❛❧❡ t♦ st✉❞② t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ♦❢ ✈♦✐❞
❝❧♦s✉r❡ ✭❈❤❛♣t❡r ✹✮✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ ❢✉❧❧✲✜❡❧❞ ❡①♣❧✐❝✐t s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ✉s❡❞ ❛t t❤❡ ♣r♦❝❡ss✲s❝❛❧❡
✇✐t❤ ✇♦r❦♣✐❡❝❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ✈♦✐❞s ❢♦r t❤❡ ✜♥❛❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧ ✭❈❤❛♣t❡r
✺✮✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❢✉❧❧✲✜❡❧❞ ❡①♣❧✐❝✐t s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❢❛✐t❤❢✉❧❧② r❡♣r❡s❡♥t t❤❡
r❡❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ ✈♦✐❞s ❞✉r✐♥❣ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ■t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❛ ♣r❡r❡q✉✐s✐t❡ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡
✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ s✉❝❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡st✐♥❣✳
❈❡rt❛✐♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✇❡r❡ ♠❛❞❡ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❋❖❘●❊ ❬✷✵✶✶❪✳
• ❚❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛t t❤❡ ✈♦✐❞✬s s✉r❢❛❝❡ ✐s ❛ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ✭③❡r♦✲str❡ss✮✳ ❚❤✐s
❝❤♦✐❝❡ ✇❛s ♠❛❞❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧ ❣❛s ✐♥
t❤❡ ✈♦✐❞ ✐s ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳
• ❆♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ s❡❧❢✲❝♦♥t❛❝t ❛❧s♦ ❛✈♦✐❞s t✇♦ ③♦♥❡s ♦❢ t❤❡ ✈♦✐❞✬s s✉r❢❛❝❡ t♦ ♣❡♥❡tr❛t❡
❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❚❤✐s s❡❧❢✲❝♦♥t❛❝t ✐s ❤❛♥❞❧❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ♠❛st❡r✲s❧❛✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡
♣❡♥❛❧t② ♠❡t❤♦❞ ❬❋♦✉r♠❡♥t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❪✳ ❆ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r❝❡ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ ❜♦t❤ s✉r❢❛❝❡s
t♦ ❛✈♦✐❞ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❞♦❡s ♥♦t ❛❧❧♦✇ ❢r✐❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ s✉r❢❛❝❡s ✐♥ ❝♦♥t❛❝t✳
• ❋✉❧❧② ♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♦❜❡②s t❤❡ ✈♦♥ ▼✐s❡s
♣❧❛st✐❝✐t② t❤❡♦r②✳
❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❛✐♠s t♦ ✈❡r✐❢② t❤❡s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✳
❆s ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✱ ✐t ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② ❞✐✣❝✉❧t t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛❝❝✉r❛t❡ ✐♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ ✈♦✐❞s ✐♥ ✇♦r❦♣✐❡❝❡s ✉s✐♥❣ ♥♦♥✲❞❡str✉❝t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s✳
❯❧tr❛s♦♥✐❝ t❡st✐♥❣ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ✉s❡❞ ❛t ❛♥ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❧❡✈❡❧ ❛s ✐t ♣r♦✈✐❞❡s r❡❧❛t✐✈❡❧② ❢❛st
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ ✐♥t❡r♥❛❧ ❞❡❢❡❝ts✳
❳✲r❛② ♠✐❝r♦t♦♠♦❣r❛♣❤② r✐s❡s ❛s t❤❡ ♠♦st ❛❝❝✉r❛t❡ ♠❡t❤♦❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ♥♦♥✲❞❡str✉❝t✐✈❡
tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❢❡✇ st✉❞✐❡s ✇❡r❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱
t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ s❤♦✇s ❣r❡❛t ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❬❚♦❞❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✱ ▲❡❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❪ ❛♥❞ ✇❛s t❤✉s
❝❤♦s❡♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦✳
❋♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t s❛♠♣❧❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ✈♦✐❞s ✇❡r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ✐♥❞✉str✐❛❧ ♣❛rt♥❡rs✳ ❚❤❡② ✇❡r❡
❞❡❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ ❤♦t ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ t❡sts✱ ✐♥ ✈❛r✐♦✉s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❛♥❞ ✜♥❛❧ ✈♦✐❞
st❛t❡s ✇❡r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✉s✐♥❣ ❳✲r❛② ♠✐❝r♦t♦♠♦❣r❛♣❤②✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ ✇❛s ✉s❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡
t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♠❡s❤ ♦❢ ❡❛❝❤ s❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ s❛♠♣❧❡ ✇❛s t❤❡♥ s✐♠✉❧❛t❡❞
✉s✐♥❣ ❛ ❢✉❧❧✲✜❡❧❞ ❡①♣❧✐❝✐t ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✇✐t❤ ❋❖❘●❊ ❬✷✵✶✶❪ ❛♥❞ t❤❡ ✜♥❛❧ ❝♦♠♣✉t❡❞ st❛t❡ ✇❛s
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ✜♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡❞ st❛t❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❳✲r❛② ♠✐❝r♦t♦♠♦❣r❛♣❤②✳
✽✶
❈❤❛♣t❡r ✸ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ ❢✉❧❧✲✜❡❧❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
✸✳✷ ❙❝♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝❛♠♣❛✐❣♥
❉✉❡ t♦ t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ❧✐t❡r❛t✉r❡ r❡❣❛r❞✐♥❣ s✉❝❤ t❡st✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ♥♦♥✲♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❝♦sts ♦❢ ♠✐❝r♦✲
t♦♠♦❣r❛♣❤② s❝❛♥s✱ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❤❛❞ t♦ ❜❡ ❝❛r❡❢✉❧❧② ❞❡✜♥❡❞✳
❚❤❡ ❛❞❡q✉❛t❡ t❡st✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ❛ ♣r✐♦r✐✳ ❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❤❛❞ t❤✉s t♦ ❜❡
❝❤♦s❡♥ s✉❝❤ t❤❛t ❛♥ ❡①♣❧♦✐t❛❜❧❡ ✜♥❛❧ st❛t❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❢♦r ❛ ❜❡tt❡r ✜♥❛❧
❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ t❤❡ ✈♦✐❞s ♠✉st ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❞❡❢♦r♠❡❞✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ t❤❡ ✜♥❛❧
✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ♠✉st ❛❧s♦ r❡♠❛✐♥ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝♦♥tr❛st ✉s✐♥❣ ❳✲r❛②
♠✐❝r♦t♦♠♦❣r❛♣❤②✳
❚❤❡ ♠❛✐♥ ❛❞❥✉st❛❜❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❢♦r ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ t❡sts ✐s t❤❡ ❤❡✐❣❤t r❡❞✉❝t✐♦♥✳ ■♥ ♦r❞❡r
t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ❤❡✐❣❤t r❡❞✉❝t✐♦♥✱ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❡st✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ✉s❡❞ t♦
❞❡✜♥❡ ❛♥ ❛❞❡q✉❛t❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❤❡✐❣❤t ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ t❡st✱ ❡①❝❧✉s✐✈❡❧②✳
❖♥❝❡ t❤❡ t❡sts ✇❡r❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞✱ ❛ ♥❡✇ ❢✉❧❧✲✜❡❧❞ ❡①♣❧✐❝✐t s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ✇♦r❦♣✐❡❝❡ s❝❛❧❡
✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ s❛♠♣❧❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ r❡❛❧ t❡st✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭❡✳❣✳ ✐♥✐t✐❛❧ s❛♠♣❧❡✬s
t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ t❤❡r♠❛❧ ❛♥❞ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✇✐t❤ t❤❡ t♦♦❧s✮✳
❚♦ s✉♠♠❛r✐③❡✱ ❢♦r ❡❛❝❤ s❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡ ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞✿
✵✳ ❯❙✲s❝❛♥ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ s❛♠♣❧❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✭❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❞❛t❛✮✱
✶✳ ❳✲r❛② ♠✐❝r♦t♦♠♦❣r❛♣❤② t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡✱
✷✳ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣r♦t♦❝♦❧✱
✸✳ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ t❡st✱
✹✳ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ t❡sts ✉s✐♥❣ r❡❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱
✺✳ ❳✲r❛② ♠✐❝r♦t♦♠♦❣r❛♣❤② t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ✜♥❛❧ st❛t❡✱
✻✳ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ♣♦✐♥ts ✹ ❛♥❞ ✺✳
❋r♦♠ ❛❧❧ s♣❡❝✐♠❡♥ t❤❛t ✇❡r❡ ❡①❛♠✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❳✲r❛② ♠✐❝r♦t♦♠♦❣r❛♣❤② ✭❈❤❛♣t❡r ✷✮✱ t❤❡
st❡❡❧ s♣❡❝✐♠❡♥s ❆❉ ❛♥❞ ❏❉✷✵ ❡①❤✐❜✐t❡❞ t❤❡ ❜❡st q✉❛❧✐t② ♦❢ ✐♠❛❣❡s✳ ■♥ t♦t❛❧✱ ❢♦✉r s❛♠♣❧❡s
✇❡r❡ ✉s❡❞✳ ❚✇♦ s❛♠♣❧❡s ✇❡r❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ s♣❡❝✐♠❡♥ ❆❉ ❛♥❞ ✇❡r❡ ❞❡❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣
✉♣s❡tt✐♥❣ t❡st ✭❜❡t✇❡❡♥ ✢❛t ❞✐❡s✮ ❛t ❆✉❜❡rt✫❉✉✈❛❧✳ ❙❛♠♣❧❡ ❏❉✷✵ ❛♥❞ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s❛♠♣❧❡
❏❉✹✼ ✭❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥❣♦t✮ ✇❡r❡ ✉s❡❞ ✉s✐♥❣ ♣❧❛♥❡✲str❛✐♥ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ✭❜❡t✇❡❡♥
♣✉♥❝❤✲❞✐❡s✮ ❛t ❆s❝♦♠❡t❛❧ ❈❘❊❆❙✳ ❖♥❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧
t❡sts ✐s t♦ ✐♠♣♦s❡ ✈❛r✐♦✉s t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ st❛t❡s ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡s✳
❚❤❡ t✇♦ ✉♣s❡tt✐♥❣ t❡sts ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✜rst✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❢❡❛s✐❜✐❧✐t② ✇❡r❡
✉s❡❞ ❢♦r ❛ ❜❡tt❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥✐♥❣ ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛♠♣❛✐❣♥✳ ❚❤❡ t✇♦ ❝❛♠♣❛✐❣♥s ❛r❡ t❤✉s
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡✐r ❝❤r♦♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♦r❞❡r✳
✽✷
✸✳✸ ❙❛♠♣❧❡s ◆❊❩✶ ❛♥❞ ◆❊❩✷
✸✳✸ ❙❛♠♣❧❡s ◆❊❩✶ ❛♥❞ ◆❊❩✷
✸✳✸✳✶ ■♥✐t✐❛❧ ✈♦✐❞ st❛t❡
❚✇♦ st❡❡❧ s❛♠♣❧❡s ✇❡r❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ❆❉✳ ❚❤❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈♦✐❞ st❛t❡ ✐♥ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ❆❉✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶✳
◆♦♥✲❊❝❤♦✲❩♦♥❡ ✶ ◆♦♥✲❊❝❤♦✲❩♦♥❡ ✷
✭❛✮ P❤♦t♦❣r❛♣❤ ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ s♣❡❝✐♠❡♥ ❆❉ ✭✸✸✵ ♠♠× ✹✵ ♠♠ × ✹✵ ♠♠✮✱ ✈✐❡✇ ❢r♦♠ ❋❛❝❡ ❆ ❆♠♣✳✴❞❡♣t❤
✾✾✳✺✪ ✶✽✷✳✻ ♠♠
✶✳✻✪ ✷✳✾ ♠♠
✭❜✮ ❯❧tr❛s♦♥✐❝ t❡st✐♥❣ ✭s✐❣♥❛❧ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❢r♦♠ ❋❛❝❡ ❆✮
✭❝✮ ❙❧✐❝❡ ♦❢ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠✐❝r♦t♦♠♦❣r❛♣❤② ✐♠❛❣❡ ✭❞❡♣t❤ ❢r♦♠ ❋❛❝❡ ❆✿ ✶✷✳✾ ♠♠✮
✭❞✮ ❱♦✐❞✲♠❛tr✐① ✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❛r❝❤✐♥❣✲❝✉❜❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢r♦♠ t❤❡ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠✐✲
❝r♦t♦♠♦❣r❛♣❤② ✐♠❛❣❡
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ❚r✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❡①❛♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ s♣❡❝✐♠❡♥ ❆❉✳
■♥❞✐❝❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ✉❧tr❛s♦♥✐❝ t❡st✐♥❣
❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❛♥❞ s✐③❡s ♦❢ t❤❡ ✈♦✐❞s ✇❡r❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❛ss❡ss❡❞ ✉s✐♥❣ ✉❧tr❛s♦♥✐❝ t❡st✐♥❣
❛t ❆✉❜❡rt✫❉✉✈❛❧✳ ❯❧tr❛s♦♥✐❝ t❡st✐♥❣ ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✐♠♠❡rs✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛❧♦♥❣
t❤❡ ❢♦✉r ❧❛t❡r❛❧ ❢❛❝❡s ♦❢ t❤❡ sq✉❛r❡❞✲❜❛s❡❞ s♣❡❝✐♠❡♥✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ t②♣✐❝❛❧❧② ♣r❡s❡♥t❡❞
✉s✐♥❣ ❈✲s❝❛♥s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ✷❉ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦✈❡r t❤❡ s❛♠♣❧❡s
s✉r❢❛❝❡✳ ■♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶❜✱ t❤❡ ❈✲s❝❛♥ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❢♦r ❢❛❝❡ ❆✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ✈✐s✐❜❧❡ ❢❛❝❡ ♦♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶❛✳
✽✸
❈❤❛♣t❡r ✸ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ ❢✉❧❧✲✜❡❧❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
❚❤❡ ❈✲s❝❛♥ ❡①❤✐❜✐ts ❛ r♦✉❣❤❧② ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s s✐❣♥❛❧ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❣r❡❡♥
❝♦❧♦r✳ ❚❤✐s ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❞❡♣t❤ ♦❢ ❛❜♦✉t ✹✵ ♠♠ ❛♥❞ ❝❛♥ t❤✉s ❜❡
❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ❜❛❝❦ ❡❝❤♦ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✬s ♦♣♣♦s✐t❡ ❢❛❝❡✳
❚❤❡ ❧♦❝❛❧ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ✈♦✐❞ ❣❡♥❡r❛t❡s ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✉❧tr❛s♦♥✐❝ ❡❝❤♦ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❛♥❛❧②③❡❞
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛ss❡ss ✐ts s✐③❡✳ ❚❤✐s ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✢❛t✲❜♦tt♦♠ ❤♦❧❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳
❚❤✐s ❡♠♣✐r✐❝❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ s✐❣♥❛❧ ✇✐t❤ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ s✐❣♥❛❧s
t❤❛t ✇❡r❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ✢❛t✲❜♦tt♦♠ ❤♦❧❡s✳ ■t ❡♥❛❜❧❡s ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❞✐❛♠❡t❡r
❛♥❞ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❞❡♣t❤ ❢♦r t❤❡ ✈♦✐❞ t♦ ❜❡ ❛ss❡ss❡❞✳ ❚❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s r❛t❤❡r ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ❛t
❛♥ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❧❡✈❡❧✳
◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✉❧tr❛s♦♥✐❝ r❡✢❡❝t✐♦♥ ✐s ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ ❛
✢❛t✲❜♦tt♦♠ ❤♦❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❜❡ q✉❡st✐♦♥❛❜❧❡✱ ♥♦t❛❜❧② ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡s✳
❋♦r t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ❆❉✱ t❤❡ s❝❛♥♥✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❡r❡ ❛❞❥✉st❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡❝t ✐♥✲
❞✐❝❛t✐♦♥s t❤❛t ✇❡r❡ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ❛ ✢❛t✲❜♦tt♦♠ ❤♦❧❡ ♦❢ ✶ ♠♠✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥
❚❛❜❧❡ ✸✳✶✳ ❋♦✉r ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❚❤❡✐r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❞✐❛♠❡t❡r ❛♥❞ ❛✈❡r❛❣❡ ❞❡♣t❤
✇❡r❡ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡✳
■♥❞✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶❛ ✶ ✷ ✸ ✹
❊q✉✐✈❛❧❡♥t ❞✐❛♠❡t❡r ✭♠♠✮ ✶✳✷ ✶✳✷ ✶✳✸✹ ✶✳✶
❉❡♣t❤ ✭♠♠✮ ✶✵✳✻ ✶✶✳✶ ✾✳✽ ✶✵✳✼
❚❛❜❧❡ ✸✳✶✿ ❯❧tr❛s♦♥✐❝ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ❋❛❝❡ ❆ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✢❛t✲❜♦tt♦♠ ❤♦❧❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳
❖♥ t❤❡ ❈✲s❝❛♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶❜✱ t✇♦ ✇❤✐t❡ ❛r❡❛s ❝❛♥ ❜❡ ♥♦t✐❝❡❞ ❛♥❞ ❛r❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢
❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐♥ t❤❡ ✉❧tr❛s♦♥✐❝ s✐❣♥❛❧✳ ❚❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❛ t♦t❛❧ ❞✐s♣❡rs✐♦♥
♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ ♠❡♥t✐♦♥s t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ str♦♥❣ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ■t ❝❛♥ ❜❡
t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❧❛r❣❡ ✈♦✐❞✱ ♦r ❛ ❝❧✉st❡r ♦❢ ✈♦✐❞s✳
❚❤❡s❡ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ♦❜✈✐♦✉s❧② ✐♥s✉✣❝✐❡♥t ❢♦r ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❢✉❧❧✲✜❡❧❞ ❡①✲
♣❧✐❝✐t s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❆ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❡①❛♠✐♥❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❳✲r❛② ♠✐❝r♦t♦♠♦❣r❛♣❤② ✇❛s t❤✉s
♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛♥❞ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳
■♥❞✐❝❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ❳✲r❛② ♠✐❝r♦t♦♠♦❣r❛♣❤②
❆s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s♣❡❝✐♠❡♥ ✇❛s ❡♥t✐r❡❧② s❝❛♥♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❳✲r❛② ♠✐❝r♦t♦✲
♠♦❣r❛♣❤② ✭❋✐❣✳ ✷✳✽✮✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ s❧✐❝❡ ♦❢ t❤❡ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♠❛❣❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶❝
❢♦r ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❞❡♣t❤✳
❚❤❡ ✈♦✐❞✲♠❛tr✐① ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✇❛s ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♠❛❣❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡
♠❡t❤♦❞ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳✶ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ♠❛r❝❤✐♥❣✲❝✉❜❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ ✈♦✐❞✲♠❛tr✐①
✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶❞✳
❚✇♦ ♣♦r♦✉s ③♦♥❡s ✇❡r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❜❧❛❝❦ ❢r❛♠❡s ❛♥❞ ✇❡r❡ ❡♥❧❛r❣❡❞✳ ■t ✐s ♥♦t❡✇♦rt❤②
t❤❛t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ ③♦♥❡s r♦✉❣❤❧② ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦♥✲❡❝❤♦ ③♦♥❡s ❢r♦♠ t❤❡
✉❧tr❛s♦♥✐❝ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥s✳ ❇❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ③♦♥❡s✱ ♥♦t❡ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ s♠❛❧❧❡r ✈♦✐❞ ✭❣r❡❡♥
❢r❛♠❡✮ t❤❛t ✇❛s ♥♦t ❞❡t❡❝t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✉❧tr❛s♦♥✐❝ s❝❛♥✳
■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ ♥♦ ❝♦♥tr❛st ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ✉s✐♥❣ ❳✲r❛② ♠✐❝r♦t♦♠♦❣r❛♣❤② ❛t
t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✳ ❚✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❤②♣♦t❤❡s❡s ♠❛②
❡①♣❧❛✐♥ t❤✐s r❡s✉❧t✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ ❛ ✈♦✐❞ ✐s ♣r❡s❡♥t ❜✉t ✐s ♥♦t ❞❡t❡❝t❛❜❧❡ ✉s✐♥❣
❳✲r❛② ♠✐❝r♦t♦♠♦❣r❛♣❤② ❞✉❡ t♦ ✐ts s♠❛❧❧ s✐③❡✳ ■t ✐s ♣❧❛✉s✐❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ✢❛t ✈♦✐❞✱ ✐♥
✇❤✐❝❤ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♠❛❣❡✳ ■♥ t❤❡
s❡❝♦♥❞ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ ♥♦ ✈♦✐❞ ✐s ♣r❡s❡♥t ❛t t❤❡s❡ ♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✉❧tr❛s♦♥✐❝ s✐❣♥❛❧ ♠✐❣❤t r❡s✉❧t
❢r♦♠ ❛♥♦t❤❡r ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t② ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✭❡✳❣✳ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r②✮✳
✽✹
✸✳✸ ❙❛♠♣❧❡s ◆❊❩✶ ❛♥❞ ◆❊❩✷
❚❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❛s ✐♥s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤✐❝❤ ♦❢ ❜♦t❤ ❤②♣♦t❤❡s❡s t♦
❝♦♥s✐❞❡r✳ ❚❤❡ st✉❞② ✇❛s t❤❡r❡❢♦r❡ r❛t❤❡r ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ t✇♦ ♥♦♥✲❡❝❤♦ ③♦♥❡s ✭◆❊❩✮✱ ❛s t❤❡
♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✈♦✐❞s ✇❛s ✉♥q✉❡st✐♦♥❛❜❧❡ ❤❡r❡✳
❚✇♦ s❛♠♣❧❡s ✇✐t❤ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✇❡r❡ t❤✉s ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ s♣❡❝✐♠❡♥ ❆❉ ❛♥❞
✇❡r❡ ❝❛❧❧❡❞ ◆❊❩✶ ❛♥❞ ◆❊❩✷✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✷✳
❖♣❡♥ ❤♦❧❡
✭❛✮ ❙❛♠♣❧❡ ◆❊❩✶ ✭✾✺ ♠♠× ✹✵ ♠♠ × ✹✵ ♠♠✮ ✭❜✮ ❙❛♠♣❧❡ ◆❊❩✷ ✭✶✵✵ ♠♠× ✹✵ ♠♠ × ✹✵ ♠♠✮
❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✿ P❤♦t♦❣r❛♣❤ ♦❢ s❛♠♣❧❡s ◆❊❩✶ ❛♥❞ ◆❊❩✷✱ ❛❢t❡r ❡①tr❛❝t✐♦♥✳
✸✳✸✳✷ Pr❡❧✐♠✐♥❛r② s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
Pr❡❧✐♠✐♥❛r② s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❝❧♦s✉r❡ ❜❡✲
❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ ✈♦✐❞s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ◆❊❩✶ ❛♥❞ ◆❊❩✷✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✇❛s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡
❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣r♦t♦❝♦❧ t❤❛t ♠✐❣❤t ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ❜❡st r❡s✉❧ts✳ ❆ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ✶✶✵✵◦❈ ✇❛s
❝❤♦s❡♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ r❛♥❣❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥❞✉str✐❛❧ ✐ss✉❡s ✭❈❤❛♣t❡r ✶✮✱ t②♣✐❝❛❧ ❢♦r ❢♦r❣✲
✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❚❤❡r♠❛❧ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✇❡r❡ s❡t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✈❛❧✉❡s t❤❛t
❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ✉s❡❞ ❛t ❆✉❜❡rt✫❉✉✈❛❧✱ ❜✉t ♥♦t ❞❡t❛✐❧❡❞ ❤❡r❡ ❢♦r ❝♦♥✜❞❡♥t✐❛❧✐t② r❡❛s♦♥s✳
❚❤❡ ♠❡s❤❡s ❢♦r ◆❊❩✶ ❛♥❞ ◆❊❩✷ ✇❡r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ♠❡t❤♦❞ ❛s ❢♦r
t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❘❱❊ ♠❡s❤ ✭❈❤❛♣t❡r ✷✮✳ ❆ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✈♦❧✉♠❡ ♠❡s❤ ✇❛s ❣❡♥❡r✲
❛t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ✈♦✐❞✲♠❛tr✐① s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✱ ❛s
✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣s✳ ✸✳✸ ❛♥❞ ✸✳✹✳
❙②♠♠❡tr② ♣❧❛♥❡s ✇❡r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡✳ ❖♥❡ s②♠♠❡tr②
♣❧❛♥❡ ✇❛s ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r ◆❊❩✶✱ ❛s ✈♦✐❞s ✇❡r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ ♦♥❡ ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✸✮✳
❚❤r❡❡ s②♠♠❡tr② ♣❧❛♥❡s ✇❡r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r ◆❊❩✷✱ ❛s t❤❡ ♠❛✐♥ ✈♦✐❞s ✇❡r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ ♦♥❡ ❡✐❣❤t❤
♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✱ ♦♥❧② ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✹✮✳ ❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ s②♠♠❡tr② ♣❧❛♥❡s ♠✐❣❤t ❜❡ q✉❡st✐♦♥❛❜❧❡
❤❡r❡✱ ❛s ✐t ❛rt✐✜❝✐❛❧❧② ❞❡✜♥❡s ✈♦✐❞s ✐♥ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ♣❛rts ♦❢ ❡❛❝❤ s❛♠♣❧❡s✳ ❨❡t✱ t❤❡ ❜❡♥❡✜t
✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♠❡s❤ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✭✐✳❡✳ ✐ts ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts✮ ✐s ✈❡r② ❛ttr❛❝t✐✈❡ ❛♥❞ ❛ ✜rst✲♦r❞❡r
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
t❤❛t ❛r❡ s❡t✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✉♥❞❡r r❡❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❧❛t❡r ✐♥ t❤✐s ❞♦❝✉♠❡♥t✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❢✉rt❤❡r r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ◆❊❩✶✱ t❤❡ ♠❡s❤ s✐③❡ ✇❛s s❧✐❣❤t❧②
❝♦❛rs❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② st✉❞② ✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✳✶✮✳ ❆ s❧✐❣❤t ❡rr♦r ✐s ❛❧s♦
❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ♠❡s❤ s✐③❡ hmin✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② st✉❞②✱ t❤✐s ❡rr♦r ✐♥ t❡r♠s
♦❢ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ✐s ❛❜♦✉t ❛ ❢❡✇ ♣❡r❝❡♥ts ❛♥❞ r❡♠❛✐♥s ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ❢♦r ❛ ✜rst ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳
❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❢❡❛t✉r❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✷✳
❋✐❣s✳ ✸✳✸ ❛♥❞ ✸✳✹ ❛❧s♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t str❛✐♥ ♦♥ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❡❞ s❛♠♣❧❡s✱
✉s✐♥❣ ❛ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡✳ ❚❤❡ ✜❡❧❞ ❡①❤✐❜✐ts t✇♦ ③♦♥❡s ♦❢ ❧♦✇ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ t♦♣ ❛♥❞ t❤❡
❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ t②♣✐❝❛❧ ❡✛❡❝t ♦❢ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✢❛t ❞✐❡s✳
❆r♦✉♥❞ t❤❡ ✈♦✐❞s✱ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ✜❡❧❞s ❡①❤✐❜✐t r❛t❤❡r str♦♥❣ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✱ ❛s ✐t ❝❛♥ ❜❡
❡①♣❡❝t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ ♠❡s❤ s✐③❡✳
✽✺
❈❤❛♣t❡r ✸ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ ❢✉❧❧✲✜❡❧❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ hmin ◆❜ ❡❧❡♠❡♥ts ❈P❯ t✐♠❡ ❚♦t❛❧ ❈P❯ t✐♠❡
❋✉❧❧✲✜❡❧❞ ❡①♣❧✐❝✐t ◆❊❩✶ ✵✳✺ ♠♠ ✷✳✻ 106 ✻ ❞❛②s ✶✾✷ ❞❛②s
❋✉❧❧✲✜❡❧❞ ❡①♣❧✐❝✐t ◆❊❩✷ ✵✳✷✺ ♠♠ ✷✳✸ 106 ✹ ❞❛②s ✽ ❤♦✉rs ✶✸✾ ❞❛②s
❚❛❜❧❡ ✸✳✷✿ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❢❡❛t✉r❡s ❢♦r t❤❡ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r ◆❊❩✶ ❛♥❞ ◆❊❩✷✱ ♣❡r✲
❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ ✸✷ ❈P❯s ❛t ✷✳✸●❍③✱ ✸✷●♦ ❘❆▼✳
✭❛✮ ■♥✐t✐❛❧ ♠❡s❤ ♦❢ ◆❊❩✶ ❢♦r ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ s❝❤❡♠❛t✐❝ s②♠♠❡tr② ♣❛rt
✭❜✮ ❈✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡ ♦♥ ❞❡❢♦r♠❡❞ ♠❡s❤ ♦❢ ◆❊❩✶✱ s❤♦✇✐♥❣ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t str❛✐♥ ✜❡❧❞
❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✿ Pr❡❧✐♠✐♥❛r② s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ◆❊❩✶ ❢♦r t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣r♦t♦❝♦❧✳
❚❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ❛❧❧ ✐♥t❡r♥❛❧ ✈♦✐❞s ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✺ ✉s✐♥❣ ❝♦❧♦r ❧✐♥❡s✳
❚❤❡ t♦t❛❧ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ✈♦✐❞s ✐s ♣❧♦tt❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❞❛s❤❡❞ ❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡✳ ■♥ ❜♦t❤ s❛♠♣❧❡s✱ ❛ ❧❛r❣❡
❞✐s♣❛r✐t② ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ♠❛♥② s♠❛❧❧ ✈♦✐❞s ✇❡r❡ ❞❡✜♥❡❞✱
❜✉t r❡♠❛✐♥ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ✈♦❧✉♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♠❛✐♥❧② ❞✉❡
t♦ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜✐❣❣❡st ✈♦✐❞s✳
✽✻
✸✳✸ ❙❛♠♣❧❡s ◆❊❩✶ ❛♥❞ ◆❊❩✷
✭❛✮ ■♥✐t✐❛❧ ♠❡s❤ ♦❢ ◆❊❩✷ ❢♦r ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ s❝❤❡♠❛t✐❝ s②♠♠❡tr②
♣❛rts
✭❜✮ ❉❡❢♦r♠❡❞ ♠❡s❤ ♦❢ ◆❊❩✷✱ s❤♦✇✐♥❣ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t str❛✐♥ ✜❡❧❞
❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✿ ❈✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡ ♦♥ ❞❡❢♦r♠❡❞ ♠❡s❤ ♦❢ ◆❊❩✷ ❢♦r t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
♣r♦t♦❝♦❧✳
◆♦t❡ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛rt✐❢❛❝ts ✭r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ ♠❡s❤ ❞❡❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ s❡✈❡r❛❧
✈♦✐❞s✮ ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ❤❡✐❣❤t r❡❞✉❝t✐♦♥ ✲✶✷♠♠✳ ❚❤❡ ❧❛r❣❡st ❛rt✐❢❛❝t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ♦♥ ❱❖■❉ ✶✾
✭r❡❞ t❤✐❝❦ ❧✐♥❡✮ ♦♥ ◆❊❩✷✳ ■t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❛❧s♦ ✈✐s✐❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❝✉r✈❡ ❢♦r t❤❡ t♦t❛❧ ✈♦❧✉♠❡
✭❞❛s❤❡❞ ❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡✮✳ ❋♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤✐s ❛rt✐❢❛❝t ♦❝❝✉rs ✇❤❡♥ ✈♦✐❞s ❛r❡ ♥❡❛r❧② ❝❧♦s❡❞✱ ✐✳❡✳ ❛t
❛ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❝❧♦s✉r❡ t❤❛t ♣r❡s❡♥ts ❧♦✇ ✐♥t❡r❡st ❢♦r t❤❡ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② st✉❞②✳
■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ◆❊❩✶✱ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❱❖■❉ ✶✺ ❝❧❡❛r❧② ❞r✐✈❡s t❤❡ t♦t❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✱ ❛s ✐ts
✐♥✐t✐❛❧ ✈♦❧✉♠❡ ✐s ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ♦t❤❡rs✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❱❖■❉ ✶✽✱ ❱❖■❉ ✶ ❛♥❞
❱❖■❉ ✷✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡✐r ❡✈♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❞✐✛❡r❡♥t✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ ❛
❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ❡✛❡❝ts✱ ❡✳❣✳ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ st❛t❡ ❛t t❤❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✈♦✐❞✬s ♠♦r♣❤♦❧♦❣②✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢
✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡ t♦ ❛❧❧ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❛♥❞ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❣r❡❛t ✐♥t❡r❡st ✐♥ ♣r♦♣❡r❧② ❞❡✜♥✐♥❣
❛♥ ❛❞❡q✉❛t❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❤❡✐❣❤t t♦ ♦❜t❛✐♥ r❡❧❡✈❛♥t r❡s✉❧ts ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✜♥❛❧ ✈♦✐❞ st❛t❡s✳ ❆
t♦♦ ❧♦✇ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✐❣❤t ✐♥✈♦❧✈❡ ✐♥s✐❣♥✐✜❝❛♥t r❡❞✉❝t✐♦♥s ♦❢ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ r❡❞✉❝t✐♦♥✳ ❆♥
❡①❝❡ss✐✈❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✐❣❤t ❧❡❛❞ t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❝❧♦s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✈♦✐❞s✱ ♦r t♦ ✜♥❛❧
✈♦❧✉♠❡s t❤❛t ♠✐❣❤t ♥♦t ❜❡ ❞❡t❡❝t❛❜❧❡ ✉s✐♥❣ ❳✲r❛② ♠✐❝r♦t♦♠♦❣r❛♣❤②✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ ♣r❡s❝r✐❜❡❞
r❡❞✉❝t✐♦♥ ❤❡✐❣❤t ✐s ✻ ♠♠ ❢♦r ❜♦t❤ s❛♠♣❧❡s✳
✽✼
❈❤❛♣t❡r ✸ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ ❢✉❧❧✲✜❡❧❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
✭❛✮ ❱♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ◆❊❩✶
✭❜✮ ❱♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ◆❊❩✷
❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✿ ❱♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳
✽✽
✸✳✸ ❙❛♠♣❧❡s ◆❊❩✶ ❛♥❞ ◆❊❩✷
✸✳✸✳✸ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡st✐♥❣
❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥s ♦❢ ❜♦t❤ s❛♠♣❧❡s ◆❊❩✶ ❛♥❞ ◆❊❩✷ ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛t
❆✉❜❡rt✫❉✉✈❛❧ ✉s✐♥❣ ❛ ✸✵✵✲t♦♥ ♣r❡ss ✇✐t❤ ♣r❡✲❤❡❛t❡❞ ❞✐❡s ✭✽✺✵◦❈✮✱ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✻✳
❙❛♠♣❧❡s ✇❡r❡ ❤❡❛t❡❞ ❛t ✶✶✵✵◦❈ ❛♥❞ ❤❡❧❞ ❞✉r✐♥❣ ✶ ❤ ✸✵ ♠✐♥ ❛t t❤✐s t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳
✭❛✮ ❙❛♠♣❧❡ ❜❡❢♦r❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ✭❜✮ ❙❛♠♣❧❡s ❛❢t❡r ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ✭❞✉r✐♥❣ ❝♦♦❧✐♥❣✮
❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✿ P❤♦t♦❣r❛♣❤s ♦❢ ◆❊❩✶ ❛♥❞ ◆❊❩✷ ❞✉r✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳
❚r❛♥s❢❡r ❞✉r❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❢✉r♥❛❝❡ t♦ t❤❡ ❧♦✇❡r ❞✐❡ ✇❛s ✽ s✳ ❈♦♥t❛❝t ❞✉r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦✇❡r
❞✐❡ ✇❛s ✼ s ❛♥❞ ✇✐t❤ ❜♦t❤ ❞✐❡s ✇❛s ✹ s✳ ❚❤❡ ❞✐❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✇❛s ✵✳✻ ♠♠✴s ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥
❞✉r❛t✐♦♥ ✇❛s ✶✷ s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❤❡✐❣❤t ✇❛s t❤✉s ✼✳✷ ♠♠✳ ❚❤❡ s❛♠♣❧❡s ✇❡r❡
❝♦♦❧❡❞ ❞♦✇♥ ❛♥❞ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦①✐❞❛t✐♦♥ ✭❛❜♦✉t ✵✳✺ ✕ ✶ ♠♠ t❤✐❝❦♥❡ss✮ ✇❛s r❡♠♦✈❡❞✳ ❚❤❡
✜♥❛❧ s❛♠♣❧❡s ❛r❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣s✳ ✸✳✼ ❛♥❞ ✸✳✽✳
✭❛✮ ❙✐❞❡ ✈✐❡✇ ✭❜✮ ❯♣♣❡r ✈✐❡✇
❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✿ P❤♦t♦❣r❛♣❤s ♦❢ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❡❞ s❛♠♣❧❡ ◆❊❩✶✳
✭❛✮ ❙✐❞❡ ✈✐❡✇ ✭❜✮ ❯♣♣❡r ✈✐❡✇
❋✐❣✉r❡ ✸✳✽✿ P❤♦t♦❣r❛♣❤s ♦❢ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❡❞ s❛♠♣❧❡ ◆❊❩✷✳
❚❤❡ s❛♠♣❧❡s ✇❡r❡ t❤❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ✉s✐♥❣ ❳✲r❛② ♠✐❝r♦t♦♠♦❣r❛♣❤② ❛t ❈❊❚■▼✳ ❆ s❧✐❝❡ ♦❢ t❤❡
♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♠❛❣❡ ❛❢t❡r ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✾❜ ❛♥❞ ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧
st❛t❡ ❜❡❢♦r❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ✭❋✐❣✳ ✸✳✾❛✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥tr❛st t❤❛t ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
✽✾
❈❤❛♣t❡r ✸ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ ❢✉❧❧✲✜❡❧❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
❞❡❢♦r♠❡❞ s❛♠♣❧❡ ✐s ❡✈❡♥ ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s❛♠♣❧❡✱ ❛s t❤❡ ✈♦✐❞s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s
✇❡r❡ r❡❞✉❝❡❞✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ❧❛r❣❡st ✈♦✐❞ ❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠ r✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ ❝❛♥
❜❡ s❡❡♥ ♦♥ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❡❞ st❛t❡ ❛s ✇❡❧❧ ✭s❡❡ ❜❧❛❝❦ ❢r❛♠❡s ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✾✮✳ ❆t ♠✐❞✲❤❡✐❣❤t r✐❣❤t
♣♦s✐t✐♦♥✱ ❛ r❛t❤❡r s♠❛❧❧ ✐♥✐t✐❛❧ ✈♦✐❞ r❡♠❛✐♥❡❞ ✈✐s✐❜❧❡ ♦♥ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❡❞ st❛t❡ ❛s ✇❡❧❧ ✭s❡❡ r❡❞
❢r❛♠❡s ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✾✮✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ❛ ✈♦✐❞ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛t t❤❡ ✉♣♣❡r r✐❣❤t ♣♦s✐t✐♦♥ ♦♥ t❤❡
✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ ❛♥❞ ✐s ♥♦t ✈✐s✐❜❧❡ ♦♥ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❡❞ st❛t❡ ✭s❡❡ ✇❤✐t❡ ❢r❛♠❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✾❛✮✳
❋r♦♠ t❤❡ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♠❛❣❡✱ t❤❡ ✈♦✐❞✲♠❛tr✐① ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✇❛s ❡①tr❛❝t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡
♠❡t❤♦❞ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✳
✭❛✮ ❇❡❢♦r❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ✭❜✮ ❆❢t❡r ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥
❋✐❣✉r❡ ✸✳✾✿ ❙❧✐❝❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ♠✐❝r♦t♦♠♦❣r❛♣❤② ✐♠❛❣❡s ✭◆❊❩✶✮✳
✸✳✸✳✹ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✉♥❞❡r r❡❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
◆❡✇ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ r❡❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❇♦t❤ s❛♠♣❧❡s ✇❡r❡
♠❡s❤❡❞ ✇✐t❤ ❜❡st ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞❡t❛✐❧ t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✸❉ ✐♠❛❣❡✳ ❚❤❡
✐♥t❡r♥❛❧ ✸❉ s✉r❢❛❝❡ ♠❡s❤ ♦❢ t❤❡ ✈♦✐❞✲♠❛tr✐① ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✭❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ r❛✇ ✐♠❛❣❡ ✉s✐♥❣
t❤❡ ♠❛r❝❤✐♥❣✲❝✉❜❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠✮ ✇❛s ✉s❡❞✱ ❛♥❞ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ✸❉ s✉r❢❛❝❡ ♠❡s❤ ✇❛s ❣❡♥❡r❛t❡❞
✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✸❉ ✈♦❧✉♠❡ ♠❡s❤✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣
●▲Pr❡✳
❚❤❡ t❤❡r♠❛❧ ♣❛t❤ ✭tr❛♥s❢❡r ❛♥❞ ❝♦♥t❛❝t t✐♠❡s✮ ✇❛s r❡♣r♦❞✉❝❡❞✱ ❛s ✐t ✇❛s ♠❡❛s✉r❡❞
❞✉r✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ❚❤❡r♠❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛♥❞ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✇❡r❡ ❛❞❥✉st❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ t❤❡ ✜♥❛❧ ❜✉❧❣❡❞ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ✭❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s ❜❛rr❡❧ ❡✛❡❝t✮✳ ❙❡✈❡r❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢
❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛♥❞ t❤❡r♠❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✇❡r❡ ✐♠♣♦s❡❞ ❛♥❞ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡
♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❛❞❡q✉❛t❡ s❡t ♦❢ ✈❛❧✉❡s✳
■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ◆❊❩✶✱ t❤❡ ❡♥t✐r❡ s❛♠♣❧❡ ✇❛s ♠❡s❤❡❞✱ ❛s t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈♦✐❞
✐s r❛t❤❡r ❝❡♥tr❛❧ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✶✵✮✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ◆❊❩✷✱ ❛ s②♠♠❡tr② ♣❧❛♥❡ ✇❛s ❞❡✜♥❡❞ ✭s❡❡
❋✐❣✳ ✸✳✶✶✮✱ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ✈♦✐❞s ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❝✐t❧②
❛ss✉♠❡s t❤❛t t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✈♦✐❞s ❤❛s ♥♦ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳
❚❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s r❡❛s♦♥❛❜❧❡ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ✈♦✐❞✲t♦✲s❛♠♣❧❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s r❛t✐♦✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
❛❜♦✉t ✶✴✹✵ t♦ ✶✴✶✵✳
❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❢❡❛t✉r❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✸✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ✇❡r❡ ✈❡r②
❧❛r❣❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✇✐❞❡ ♣♦r♦✉s ③♦♥❡ t❤❛t r❡q✉✐r❡❞ ✜♥❡ ♠❡s❤ s✐③❡✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢
◆❊❩✶ ✇❛s ❧♦♥❣❡r ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ t✐♠❡ st❡♣ ❤❛❞ t♦ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ t♦ ❛✈♦✐❞ ♠❡s❤ ❞❡❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✐♥
t❤✐s ❝❛s❡✳
✾✵
✸✳✸ ❙❛♠♣❧❡s ◆❊❩✶ ❛♥❞ ◆❊❩✷
✭❛✮ ■♥✐t✐❛❧ st❛t❡ ♦❢ ◆❊❩✶
✭❜✮ ❉❡❢♦r♠❡❞ st❛t❡ ♦❢ ◆❊❩✶
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✵✿ ■♥✐t✐❛❧ ❛♥❞ ❞❡❢♦r♠❡❞ st❛t❡s ❢♦r ◆❊❩✶✳
❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ hmin ◆❜ ❡❧❡♠❡♥ts ❈P❯ t✐♠❡ ❚♦t❛❧ ❈P❯ t✐♠❡
❋✉❧❧✲✜❡❧❞ ❡①♣❧✐❝✐t ◆❊❩✶ ✵✳✷✺ ♠♠ ✹✳✵✹ 106 ✶✷✼ ❤♦✉rs ✻✹ ❞❛②s
❋✉❧❧✲✜❡❧❞ ❡①♣❧✐❝✐t ◆❊❩✷ ✵✳✷✺ ♠♠ ✹✳✶✸ 106 ✹✽ ❤♦✉rs ✷✹ ❞❛②s
❚❛❜❧❡ ✸✳✸✿ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❢❡❛t✉r❡s ❢♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r ◆❊❩✶ ❛♥❞ ◆❊❩✷ ✉s✐♥❣ r❡❛❧ ❡①♣❡r✲
✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ ✶✷ ❈P❯s ❛t ✸●❍③ ❛♥❞ ✷✹ ●♦ ❘❆▼✳
❚❤❡ ✜♥❛❧ ❞❡❢♦r♠❡❞ st❛t❡s ❛r❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣s✳ ✸✳✶✵❜ ❛♥❞ ✸✳✶✶❜✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❝♦♠✲
♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❡❞ st❛t❡ t❤❛t ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❳✲r❛② ♠✐❝r♦t♦♠♦❣r❛♣❤② ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss❡❞
✐♥ t❤❡ t✇♦ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s✳
✾✶
❈❤❛♣t❡r ✸ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ ❢✉❧❧✲✜❡❧❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
❙②♠
✭❛✮ ■♥✐t✐❛❧ st❛t❡ ♦❢ ◆❊❩✷
❙②♠
✭❜✮ ❉❡❢♦r♠❡❞ st❛t❡ ♦❢ ◆❊❩✷
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✶✿ ■♥✐t✐❛❧ ❛♥❞ ❞❡❢♦r♠❡❞ st❛t❡s ❢♦r ◆❊❩✷✳
✾✷
✸✳✸ ❙❛♠♣❧❡s ◆❊❩✶ ❛♥❞ ◆❊❩✷
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✸✳✹ ❙❛♠♣❧❡s ❏❉✷✵ ❛♥❞ ❏❉✹✼
❙t❡❡❧ s❛♠♣❧❡s ❏❉✷✵ ❛♥❞ ❏❉✹✼ ✇❡r❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ ❡①tr❛✲♣♦r♦✉s
s❛♠♣❧❡s ✇❡r❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❛t ❆s❝♦♠❡t❛❧ ❈❘❊❆❙ ✭❘❡s❡❛r❝❤ ❝❡♥t❡r✮ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r ❧♦✇ ❞❡♥✲
s✐t② ❛♥❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡✐r ❧❛r❣❡ ✐♥t❡r❡st ✇✐t❤✐♥ t❤✐s st✉❞②✳ ❚❤❡② ✇❡r❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞
✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷✱ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳✶✳
P❧❛♥❡ str❛✐♥ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ✇❛s ❝❤♦s❡♥ ❛s ✐t ♣r♦✈✐❞❡s ❞✐✛❡r❡♥t str❡ss st❛t❡s ✐♥ t❤❡ ♠❛t❡✲
r✐❛❧✳ ■t ❣❡♥❡r❛❧❧② ♣r♦✈✐❞❡s ❧❡ss ❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ str❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t② r❛t✐♦ ❢♦r ♥♦♥✲♣♦r♦✉s s❛♠♣❧❡s✳
❊①❝❡❧❧❡♥t ❛❝❝✉r❛❝② ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❤❡✐❣❤t r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ♦❜t❛✐♥❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦❢ ❣r❡❛t
✐♥t❡r❡st ❢♦r s❛♠♣❧❡s ✇✐t❤ s♠❛❧❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳
◆♦t❡ t❤❛t✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣✱ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♠✉st ❤❛✈❡ ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r
s❤❛♣❡✳ ❚❤❡ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ s❛♠♣❧❡ ❏❉✷✵ ✇❛s t❤✉s ♠❛❝❤✐♥❡❞ ❢r♦♠ ∅20 ♠♠ t♦ ❛ ✶✵ ♠♠ × ✶✵
♠♠ sq✉❛r❡ s❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✇❡r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ t♦♠♦❣r❛♣❤ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s
✐♥ t❡r♠s ♦❢ s✐❣♥❛❧ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ s♣❛❝❡ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ t♦♠♦❣r❛♣❤✳ ❚❤✐s ❛s♣❡❝t
♠✉st ♦❜✈✐♦✉s❧② ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s❛♠♣❧❡✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❢♦r t❤❡ ✜♥❛❧ ❞❡❢♦r♠❡❞ s❛♠♣❧❡✳
✸✳✹✳✶ Pr❡❧✐♠✐♥❛r② s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
❋♦r t❤❡ ✜rst ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ♦♥❧② ❛ ❢❡✇ ✈♦✐❞s ✇❡r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡✬s ♠❡s❤✱
s❡❡ ❋✐❣ ✸✳✶✼✳ ❚❤❡ ✈♦✐❞ ❣❡♦♠❡tr✐❡s ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♠❛❣❡ ♦❢
❏❉✷✵✳
❆s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❢r✐❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡r♠❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇❡r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❛
✜rst ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛r❡ ♥♦t ❞❡t❛✐❧❡❞ ❤❡r❡ ❢♦r ❝♦♥✜❞❡♥t✐❛❧✐t② r❡❛s♦♥s✳ ▼❡s❤ s✐③❡ ✇❛s s❡t
t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡ hmin ❂ ✵✳✷✺ ♠♠ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ✈♦✐❞s✳
❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ✈s✳ ❤❡✐❣❤t ♦❢ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶✽✳ ❚❤❡
❝✉r✈❡s ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ t♦ ❛ ✜♥❛❧ ❤❡✐❣❤t ♦❢ ✻ ♠♠ ❧❡❛❞s t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❝❧♦s✉r❡ ♦❢ t❤❡
t❤r❡❡ ✈♦✐❞s✳ ❖✈❡r t❤❡ r❛♥❣❡ H = [8, 10] ♠♠✱ t❤❡ ❝❧♦s✉r❡ r❛t❡ s❤♦✇s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡
❛♥❞ ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② ❝♦♥st❛♥t✳ ❇❡②♦♥❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ✽ ♠♠✱ t❤❡ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡s ❛r❡ t♦♦ s♠❛❧❧ t♦
❣✐✈❡ ❛❞❡q✉❛t❡ ❝♦♥tr❛st ✉s✐♥❣ ❳✲r❛② ❡①❛♠✐♥❛t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ✜♥❛❧ ❤❡✐❣❤t t♦ ❜❡
r❡❛❝❤❡❞ ✇❛s ✜①❡❞ t♦ H∗f = 8.8± 0.2 ♠♠✳
✾✾
❈❤❛♣t❡r ✸ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ ❢✉❧❧✲✜❡❧❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
❆ ❇ ❈
✭❛✮ H = 10 ♠♠
✭❜✮ H = 8 ♠♠
✭❝✮ H = 6 ♠♠
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✼✿ Pr❡❧✐♠✐♥❛r② t❡st s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ s❛♠♣❧❡ ❏❉✷✵ ✭❈P❯ t✐♠❡ ♦❢ ✷✵✵ ❤ ✉s✐♥❣ ✶✵
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✽✿ ❱♦❧✉♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ ✈♦✐❞s ❆✱ ❇ ❛♥❞ ❈ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶✼✳
✶✵✵
✸✳✹ ❙❛♠♣❧❡s ❏❉✷✵ ❛♥❞ ❏❉✹✼
✸✳✹✳✷ ❈♦♠♣r❡ss✐♦♥ t❡sts
❚❤❡ t❡sts ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛t ❆s❝♦♠❡t❛❧ ❈❘❊❆❙✳ ❇❡❢♦r❡ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ t❡st
♦♥ s❛♠♣❧❡s ❏❉✷✵ ❛♥❞ ❏❉✹✼✱ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ✈♦✐❞✲❢r❡❡ s❛♠♣❧❡s ✇❡r❡ ✉s❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✈❡r✐❢② t❤❡
t❡st✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❤❡✐❣❤t ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳
❚❤❡ s❛♠♣❧❡s ❛r❡ ✜rst ❡♥❝❧♦s❡❞ ✐♥ ❛ ❝♦♥t❛✐♥❡r ❛♥❞ ❛r❡ ❤❡❛t❡❞ ✉♣ ✉s✐♥❣ ❛♥ ✐♥❞✉❝t✐♦♥
❢✉r♥❛❝❡ t♦ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡ ❝♦♥t❛✐♥❡r ❤❡❧♣s ♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
❞✉r✐♥❣ tr❛♥s❢❡r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❤❡❛t✐♥❣ s②st❡♠ ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡ss✳ ❚❤❡r♠♦❝♦✉♣❧❡s ✭❑✲t②♣❡✮ ✇❡r❡
✉s❡❞ t♦ ✈❡r✐❢② t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤❡❛t✐♥❣✳ ❚❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞r♦♣
❞✉r✐♥❣ tr❛♥s❢❡r t♦ t❤❡ ♣r❡ss ✇❛s ♠❡❛s✉r❡❞ ❛♥❞ ✇❛s ❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞ ❜② s❡tt✐♥❣ ❛ s❧✐❣❤t❧② ❤✐❣❤❡r
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ t♦ t❤❡ ❤❡❛t✐♥❣ st❡♣✳ ❚❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛❝❝✉r❛❝② ❛t t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✬s st❛rt✐♥❣
✐♥st❛♥t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡tt❡r ❝♦♥tr♦❧❧❡❞✳ ❆♥ ✐♥❢r❛r❡❞ ❝❛♠❡r❛ ✇❛s ❛❧s♦ ✉s❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ❛t s❛♠♣❧❡✬s s✉r❢❛❝❡ ✇❛s ✈❡r✐✜❡❞✳
❚❤❡ s❛♠♣❧❡s ❛r❡ ❞❡❢♦r♠❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❞✐❡s ✉s✐♥❣ ❛ s❝r❡✇ ♣r❡ss ✭❋✐❣✳ ✸✳✶✾✮ ✇✐t❤ ❛ ❞✐❡
✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ ✹✵✵ ♠♠✳s−1✳ ❆❢t❡r ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ❛r❡ ♣❧❛❝❡❞ ✐♥ ❛♥ ❛r❣♦♥ ❛t♠♦s♣❤❡r❡
t♦ ❛✈♦✐❞ ♦①✐❞❛t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ ❝♦♦❧✐♥❣✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✾✿ P❤♦t♦❣r❛♣❤ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤❡❛t✐♥❣ s②st❡♠ ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ s❝r❡✇ ♣r❡ss ✇✐t❤ ♣✉♥❝❤✲
❞✐❡s ✭r✐❣❤t✮✳
✶✵✶
❈❤❛♣t❡r ✸ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ ❢✉❧❧✲✜❡❧❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
❚❤❡ ❞❡❢♦r♠❡❞ s❛♠♣❧❡s ❛r❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✷✵✳ ❚❤❡ ❛❝t✉❛❧ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❤❡✐❣❤t ❢♦r ❡❛❝❤
s❛♠♣❧❡ ✇❛s ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t t❤r❡❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❡❞ ③♦♥❡ ❛♥❞ ✇❛s ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s✳ ❚❤❡
r❡❞✉❝t✐♦♥ ❤❡✐❣❤t ❢♦r ❏❉✷✵ ✇❛s ✽✳✼✵ ♠♠ ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❡ ❢♦r ❏❉✹✼ ✇❛s ✾✳✵✵ ♠♠✳ ❚❤❡ s❛♠♣❧❡s
✇❡r❡ t❤❡♥ s❡♥t t♦ ❋r❛✉♥❤♦❢❡r ❢♦r ♠✐❝r♦t♦♠♦❣r❛♣❤② ❡①❛♠✐♥❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡❞
❛ ✈♦①❡❧ s✐③❡ ♦❢ ✶✵✷ µ♠✳
❚❤❡ ✸❉ ✐♠❛❣❡s ✇❡r❡ ✜❧t❡r❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❛s t❤❡ ♦♥❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡
♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✱ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳✶✳ ❋♦r ❡❛❝❤ s❛♠♣❧❡✱ ❛ ✸❉ s✉r❢❛❝❡ ♠❡s❤ ♦❢ t❤❡ ✈♦✐❞✲♠❛tr✐①
✐♥t❡r❢❛❝❡ ✇❛s ❡①tr❛❝t❡❞✳
✭❛✮ ❙✐❞❡ ✈✐❡✇
✭❜✮ ❯♣♣❡r ✈✐❡✇
❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✵✿ P❤♦t♦❣r❛♣❤s ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ❏❉✷✵ ❛♥❞ ❏❉✹✼ ❛❢t❡r ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳
✶✵✷
✸✳✹ ❙❛♠♣❧❡s ❏❉✷✵ ❛♥❞ ❏❉✹✼
✸✳✹✳✸ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✉♥❞❡r r❡❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ hmin ◆❜ ❡❧❡♠❡♥ts ❈P❯ t✐♠❡ ❚♦t❛❧ ❈P❯ t✐♠❡
❋✉❧❧✲✜❡❧❞ ❡①♣❧✐❝✐t ❏❉✷✵ ✵✳✷✺ ♠♠ ✷✳✾ 106 ✶✷ ❤♦✉rs ✻ ❞❛②s
❋✉❧❧✲✜❡❧❞ ❡①♣❧✐❝✐t ❏❉✹✼ ✵✳✷✺ ♠♠ ✷✳✻ 106 ✶✵ ❤♦✉rs ✺ ❞❛②s
❚❛❜❧❡ ✸✳✹✿ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❢❡❛t✉r❡s ❢♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r ◆❊❩✶ ❛♥❞ ◆❊❩✷ ✉s✐♥❣ r❡❛❧ ❡①♣❡r✲
✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✉s✐♥❣ ✶✷ ❈P❯s ❛t ✸●❍③ ❛♥❞ ✷✹ ●♦ ❘❆▼✳
❚✇♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ r❡s✉❧ts ✉♥❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ❝♦♠✲
♣❛r❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦♥❡s✳ ❇♦t❤ s❛♠♣❧❡s ✇❡r❡ ♠❡s❤❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣②
❛s ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s✉r❢❛❝❡ ♠❡s❤ ♦❢ t❤❡ ✈♦✐❞✲♠❛tr✐① ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✇❛s
♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♠❛❣❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❛r❝❤✐♥❣✲❝✉❜❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❛♥❞ ❛ ❜♦✉♥❞✲
❛r② s✉r❢❛❝❡ ♠❡s❤ ✇❛s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠♣❧❡✬s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✸❉ ✈♦❧✉♠❡ ♠❡s❤✐♥❣
♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ ●▲Pr❡✳ ❚❤❡② ❛r❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣s✳ ✸✳✷✶ ❛♥❞ ✸✳✷✷✳
■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❏❉✷✵✱ ✐t ✇❛s ❞❡❝✐❞❡❞ t♦ ✐❣♥♦r❡ t❤❡ ✈♦✐❞ st❛t❡ ✐♥ t❤❡ ✉♥❞❡❢♦r♠❡❞ ♣❛rt ♦❢
t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✭❧❡❢t ♣❛rt ♦♥ ❋✐❣✳ ✸✳✷✶✮ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡
♠❡s❤✳
■♥ ❋✐❣s✳ ✸✳✷✶❛ ❛♥❞ ✸✳✷✷❛ t❤❡ ❝♦♥t❛❝t ❛r❡❛ ✐s s❤♦✇♥ ✉s✐♥❣ ❛ ❜✐♥❛r② r❡❞✴❜❧✉❡ s❝❛❧❡✳ ❚❤❡
❜❧✉❡ ❝♦❧♦r r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝♦♥t❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐❡s✳ ■♥ ❋✐❣s✳ ✸✳✷✶❜ ❛♥❞ ✸✳✷✷❜✱ t❤❡ ♠❡s❤ ✇❛s
♣❧♦tt❡❞ ❢♦r ❛ ❝❡♥tr❛❧ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡✳ ❚❤❡ ♠❡s❤ s✐③❡ ❛t t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ✈♦✐❞ s✉r❢❛❝❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②
t❤❡ ✈♦①❡❧ s✐③❡✱ ✐✳❡✳ ❛❜♦✉t hmin ≈ ✵✳✶ ♠♠✳ ▼❡s❤ s✐③❡ ❛t t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐s s❡t t♦
t❤❡ ✈❛❧✉❡ hmax ❂ ✵✳✺ ♠♠✳ ❚❤❡ str❛✐♥✲r❛t❡ ✜❡❧❞ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ❛s ✇❡❧❧✳ ■t ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧
❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡✲str❛✐♥ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ t❡st✳ ❚❤❡ ❡❞❣❡s ♦❢ t❤❡ ❞✐❡s ✐♥✈♦❧✈❡ ❛
❤✐❣❤❡r str❛✐♥ ③♦♥❡ ❡①❤✐❜✐t✐♥❣ ❛ ✧❱✧ s❤❛♣❡✳
◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ r❛✇ ✐♠❛❣❡ ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✭✐♥✐t✐❛❧❧②✮ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ s❛♠♣❧❡ ❏❉✷✵✱
❛s ✐t ✇❛s ❞♦♥❡ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤✐s P❤❉ ✇♦r❦✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ❛rt❡❢❛❝ts ❛t t❤❡
s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✇❛s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡
♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈♦✐❞✲♠❛tr✐① ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐s ♥♦t str✐❝t❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ s❛♠♣❧❡
❤❛❞ t♦ ❜❡ ♠❛❝❤✐♥❡❞ t♦✇❛r❞ ❛ sq✉❛r❡✲❜❛s❡✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠✐❝r♦t♦♠♦❣r❛♣❤② r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✳
❚❤❡ ✈♦✐①✲♠❛tr✐① ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✇❛s t❤✉s ♣❧❛❝❡❞ t♦ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❝❡♥t❡r❧✐♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✭r❡❧❛t✐✈❡❧② t♦
t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✮✳
❆s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✷✵✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐❡ ♦♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✇❡r❡
s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ ❞✉❡ t♦ ♠❛♥✉❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❆♥ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ❛❜♦✉t 22◦ ✇❛s
♠❡❛s✉r❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐❡s ❛♥❞ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❏❉✹✼✳ ❚❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❞✐❡s ✇❡r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛❧s♦ ♣r♦♣❡r❧② ❞❡✜♥❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✈✐s✉❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❡❞
s❛♠♣❧❡s✳ ❚❤❡ ❛♥❣❧❡ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥t❛❝t ③♦♥❡ ♦♥ ❋✐❣✳ ✸✳✷✷❛✳
✶✵✸
❈❤❛♣t❡r ✸ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ ❢✉❧❧✲✜❡❧❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
✭❛✮ ❈♦♥t❛❝t ❛r❡❛ ✐♥ ❜❧✉❡
❆ ❇ ❈
✭❜✮ ■♥✐t✐❛❧ st❛t❡ ✭❛❢t❡r ✜rst ✐♥❝r❡♠❡♥t✮
✭❝✮ ❋✐♥❛❧ st❛t❡
❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✶✿ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❏❉✷✵ ✉s✐♥❣ r❡❛❧ t❡st✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✷✳✾ 106 ❡❧❡♠❡♥ts✮✳
✶✵✹
✸✳✹ ❙❛♠♣❧❡s ❏❉✷✵ ❛♥❞ ❏❉✹✼
✭❛✮ ❈♦♥t❛❝t ❛r❡❛ ✐♥ ❜❧✉❡
✭❜✮ ■♥✐t✐❛❧ st❛t❡ ✭❛❢t❡r ✜rst ✐♥❝r❡♠❡♥t✮
✭❝✮ ❋✐♥❛❧ st❛t❡
❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✷✿ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❏❉✹✼ ✉s✐♥❣ r❡❛❧ t❡st✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✷✳✺ 106 ❡❧❡♠❡♥ts✮✳
✶✵✺
❈❤❛♣t❡r ✸ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ ❢✉❧❧✲✜❡❧❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
✸✳✹✳✹ ❘❡s✉❧ts r❡❣❛r❞✐♥❣ ❏❉✷✵
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ✜♥❛❧ s✉r❢❛❝❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ✸❉ ✐♠❛❣❡
♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❞❡❢♦r♠❡❞ s❛♠♣❧❡✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐❝✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡♣❡♥❞s
♦♥ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤r❡s❤♦❧❞✳ ❋♦r ❡❛❝❤ s❛♠♣❧❡✱ ❛ ❝♦♠♠♦♥ t❤r❡s❤♦❧❞ ✈❛❧✉❡ ✇❛s ❝❤♦s❡♥
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✜t t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❛s ❣♦♦❞ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳
❚❤❡ ✈♦✐❞✲♠❛tr✐① ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✇❛s ❞❡t❡❝t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❛r❝❤✐♥❣✲❝✉❜❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r❡s❡♥t❡❞
✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✱ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳✶✳ ❆ s❧✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ✸❉ ✐♠❛❣❡ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✷✸❛✳
❋♦r ❛ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡ ❛t t❤❡ s❛♠❡ ♣♦s✐t✐♦♥✱ ❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥t♦✉rs ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✷✸❜✱
s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ♠❛tr✐①✲✈♦✐❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡s ✐♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✳ ❚❤❡ ❣r❡❡♥ ❧✐♥❡ ✇❛s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ ✜♥✐t❡
❡❧❡♠❡♥t s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ❜❧✉❡ ❧✐♥❡ ✇❛s ♠❡❛s✉r❡❞ ♦♥ t❤❡ ✸❉ ✐♠❛❣❡✳
❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦♥ t❤✐s ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡ s❤♦✇s ❛♥ ❡①❝❡❧❧❡♥t ❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✜♥✐t❡
❡❧❡♠❡♥t ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛♥❞ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ■t ✐s tr✉❡ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ✜♥❛❧ s❤❛♣❡ ♦❢
✈♦✐❞s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡✐r ✜♥❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥✳
✭❛✮ ❘❛✇ ✐♠❛❣❡ ❢r♦♠ ♠✐❝r♦t♦♠♦❣r❛♣❤②
❆ ❇ ❈ ❉
✭❜✮ ❈♦♥t♦✉r s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ✜♥❛❧ ♠❡s❤ ✭❣r❡❡♥✮ ❛♥❞ ❞❡t❡❝t❡❞ ✈♦✐❞✲♠❛tr✐① ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❢r♦♠ r❛✇ ✐♠❛❣❡ ✭❜❧✉❡✮
✭❝❧♦s❡✲✉♣ ❢r♦♠ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ ❤❛❧❢ ♦❢ ✭❛✮✮
❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✸✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ r❡s✉❧ts ✉s✐♥❣ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡ ♦❢ s❛♠♣❧❡ ❏❉✷✵✳
❱♦✐❞ ❈
❘❡❣❛r❞✐♥❣ ✜♥❛❧ s❤❛♣❡s✱ ✈♦✐❞ ❈ ❡①❤✐❜✐ts t❤❡ ❜❡st ❛❣r❡❡♠❡♥t✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ♦♥ ❋✐❣✳ ✸✳✷✸❜✱
❛♥❞ ✐t ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✷✹ ❛s ✇❡❧❧ ❢♦r ❛ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡✳ ❚❤❡ ❞✐st❛♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ ❧✐♥❡s r❡♠❛✐♥s ✐♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ✈♦①❡❧ s✐③❡✱ ✐✳❡✳ ❛r♦✉♥❞ ✶✵✵
µ♠✳ ❚❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧ ✈♦✐❞ s❤❛♣❡ s❡❡♠s t❤❡r❡❢♦r❡ t♦ ❜❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡
❛❝❝✉r❛❝② ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❳✲r❛② ♠✐❝r♦t♦♠♦❣r❛♣❤② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳
❱♦✐❞ ❇
❖♥ ❋✐❣✳ ✸✳✷✸❜ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t ✈♦✐❞ ❇ ❡①❤✐❜✐ts ❛ ③♦♥❡ ♦❢ ♣❛rt✐❛❧ ❝❧♦s✉r❡ ❛r♦✉♥❞ ✐ts
✉♣♣❡r✕❧❡❢t ♣❛rt✳ ■t ✐s ✈✐s✐❜❧❡ ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❝♦♥t♦✉r ✭❣r❡❡♥ ❧✐♥❡✮✱ ❜✉t ✇❛s ♥♦t ❞❡t❡❝t❡❞
♦♥ t❤❡ ❝♦♥t♦✉r ❢r♦♠ t❤❡ r❛✇ ✐♠❛❣❡ ✭❜❧✉❡ ❧✐♥❡✮✳ ■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ ❛ s♠❛❧❧ r❡s✐❞✉❛❧ ✈♦✐❞ r❡♠❛✐♥s
♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t❛❝t ③♦♥❡ ❛♥❞ ✇❛s ♥♦t ❞❡t❡❝t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥t♦✉r ❢r♦♠ t❤❡ r❛✇
✶✵✻
✸✳✹ ❙❛♠♣❧❡s ❏❉✷✵ ❛♥❞ ❏❉✹✼
✐♠❛❣❡ ♥❡✐t❤❡r✳ ❨❡t✱ ✇❤❡♥ ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤❡ ❣r❛②s❝❛❧❡ r❛✇ ✐♠❛❣❡ ✭❋✐❣✳ ✸✳✷✸❛✮✱ ❛ s❧✐❣❤t❧② ❞❛r❦❡r
③♦♥❡ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛t t❤✐s ♣♦s✐t✐♦♥✱ ♠❡♥t✐♦♥✐♥❣ t❤❛t t❤✐s r❡s✐❞✉❛❧ ✈♦✐❞ ❛❝t✉❛❧❧② ❡①✐sts ✐♥
t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❜✉t ✇❛s ♥♦t ❞❡t❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛r❝❤✐♥❣✲❝✉❜❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞✉❡ t♦ ✐ts ❧♦✇ ❝♦♥tr❛st
❛♥❞ s♠❛❧❧ s✐③❡✳
❚❤❡ ❝♦♥t♦✉rs ❛r❡ ❛❧s♦ ❝♦♠♣❛r❡❞ ❢♦r ❛ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✷✺✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱
t❤❡ ♥❛rr♦✇❡st ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ✈♦✐❞ ♠❛② ♥♦t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡t❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♠❛❣❡✳
❚❤❡s❡ r❡♠❛r❦s ❝♦♥✜r♠s t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ ✉s✐♥❣ ❳✲r❛② ♠✐✲
❝r♦t♦♠♦❣r❛♣❤② r❡♠❛✐♥s ❛ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❢❛❝t♦r✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✈♦✐❞s ✇✐t❤ s♠❛❧❧
❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✭❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✮✳ ■♥ s♣✐t❡ ♦❢ t❤✐s✱ t❤❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤
t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐s ✈❡r② ❣♦♦❞✳ ❆♣❛rt ❢r♦♠ t❤❡ ✉♥❞❡t❡❝t❡❞ ③♦♥❡s✱ t❤❡ ✜♥❛❧ ❝♦♥t♦✉rs s❤♦✇ ❛♥
❡①❝❡❧❧❡♥t ❛❣r❡❡♠❡♥t ❢♦r ✈♦✐❞ ❇✱ ❛s ❢♦r ✈♦✐❞ ❈✳
❱♦✐❞ ❆
❙✐♠✐❧❛r ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ r❡❣❛r❞✐♥❣ ✈♦✐❞ ❆✳ ❇♦t❤ ❝♦♥t♦✉rs s❤♦✇ ❡①❝❡❧❧❡♥t ❛❣r❡❡♠❡♥t
✭❋✐❣✳ ✸✳✷✸❜✮✱ ❡①❝❡♣t ✐♥ t❤❡ ③♦♥❡s ♦❢ ♣❛rt✐❛❧ ❝❧♦s✉r❡ ✭✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❝♦♥t❛❝t ❛♥❞ s♠❛❧❧ r❡s✐❞✉❛❧
✈♦✐❞s✮✳
◆♦t❡ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ ♣♦s✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❛t❛
❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❛t❛✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ✐♥
t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♠❡s❤ ❢♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❛s ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ❛❜♦✈❡✳ ❋♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ♣r❡s❡♥t
❛ ❝♦♠♠♦♥ ✉♥❞❡❢♦r♠❡❞ ③♦♥❡ t❤❛t ✇❛s ✉s❡❞ t♦ ♠❛♥✉❛❧❧② r❡❛❞❥✉st t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡✳ ❚❤✐s ❡①♣❧❛✐♥s ✇❤② t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ❛r❡
r❡❧❛t✐✈❡❧② ❞✐✛❡r❡♥t✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✈♦✐❞✲♠❛tr✐① ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❣✐✈❡s ❛♥ ❡①❝❡❧❧❡♥t ❛❣r❡❡♠❡♥t✳
❆ ❇ ❈
❉
❈
❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✹✿ ❈✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡ s❤♦✇✐♥❣ ✈♦✐❞ ❈ ❛t t❤❡ ✜♥❛❧ ❤❡✐❣❤t ✭H = 8.7 ♠♠✮✳
❆ ❇ ❈
❉ ❇
❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✺✿ ❈✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡ s❤♦✇✐♥❣ ✈♦✐❞ ❇ ❛t t❤❡ ✜♥❛❧ ❤❡✐❣❤t ✭H = 8.7 ♠♠✮✳
✶✵✼
❈❤❛♣t❡r ✸ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ ❢✉❧❧✲✜❡❧❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
✸✳✹✳✺ ❘❡s✉❧ts r❡❣❛r❞✐♥❣ ❏❉✹✼
❚❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r ❏❉✹✼ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ♠❛♥♥❡r✳ ❆ ❣r❛②s❝❛❧❡ r❛✇ s❧✐❝❡ ✐s ❣✐✈❡♥
✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✷✻❛✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✐s ♠❛❞❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✷✻❜ ✉s✐♥❣ t❤❡ s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞ ❝♦♥t♦✉rs
♦❢ ✈♦✐❞✲♠❛tr✐① ✐♥t❡r❢❛❝❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✭❣r❡❡♥ ❧✐♥❡✮ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡❞ ❢r♦♠
t❤❡ r❛✇ ❞❛t❛ ✭❜❧✉❡ ❧✐♥❡✮✳ ■t ✐s ♥♦t❡✇♦rt❤② t❤❛t t❤❡ ❝♦♥tr❛st ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤✐s s❛♠♣❧❡ ✇❛s
❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ❢♦r t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❛♠♣❧❡✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✈♦✐❞s s♠❛❧❧❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳
❚❤❡ ❞✐r❡❝t ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ❛ ❧♦✇❡r ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ✈♦✐❞✲♠❛tr✐① ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡
♠❛r❝❤✐♥❣✲❝✉❜❡s ♠❡t❤♦❞s✱ ❛s ✐t ✐s ❝❧♦s❡❧② ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ ✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡
❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛❞❡q✉❛t❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ✈❛❧✉❡ ✇❛s ❤❛r❞❡r ❢♦r t❤✐s s❛♠♣❧❡✳
✭❛✮ ❘❛✇ ✐♠❛❣❡ ❢r♦♠ ♠✐❝r♦t♦♠♦❣r❛♣❤②
❍
✭❜✮ ❈♦♥t♦✉r s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ✜♥❛❧ ♠❡s❤ ✭❣r❡❡♥✮ ❛♥❞ ❞❡t❡❝t❡❞ ✈♦✐❞✲♠❛tr✐① ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❢r♦♠ r❛✇ ✐♠❛❣❡ ✭❜❧✉❡✮
❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✻✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ r❡s✉❧ts ✉s✐♥❣ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡ ♦❢ s❛♠♣❧❡ ❏❉✹✼✳
❋r♦♠ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✈♦✐❞s s❤♦✇ ✈❡r② ❣♦♦❞
❛❣r❡❡♠❡♥t✳ ❚❤✐s ✐s tr✉❡ ✐♥ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❡❞ ③♦♥❡✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♥ t❤❡ ✉♥❞❡❢♦r♠❡❞ ③♦♥❡✳ ❋♦r t❤✐s
s❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✬s ❜♦✉♥❞❛r✐❡s s❤♦✇ ❜❡tt❡r ❛❣r❡❡♠❡♥t t❤❛♥ ❢♦r ♣r❡✈✐♦✉s
s❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈♦✐❞ st❛t❡ ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❣❡♦♠❡tr②✱
❛❢t❡r t❤❡ ♠❛❝❤✐♥✐♥❣ st❡♣ t♦ ❛ sq✉❛r❡✲❜❛s❡❞ ❜❛r✳ ❚❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ✈♦✐❞s ✇❛s
t❤✉s ♣♦ss✐❜❧❡ ✇✐t❤ ❜❡tt❡r ❛❝❝✉r❛❝②✳ ❚❤❡ s♠❛❧❧ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♠❛② ❜❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦
t❤❡ ❧♦✇ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❞✉❡ t♦ s✉r❢❛❝❡ ❝♦♥tr❛st ❛rt✐❢❛❝ts✱ ❛♥❞ t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ✭❡✳❣✳ r❡❛❧ t❤❡r♠❛❧ ❡①❝❤❛♥❣❡s✱ ❡✛❡❝t ♦❢ ❣r❛✈✐t②✱ ♦r ♠❛♥✉❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡
s❛♠♣❧❡ ♦♥ t❤❡ ❞✐❡✮✳
❍●❋❊
 ✠
❅■
❆❆❯
❅
❅
 
 
❋
❚♦♠♦ ❈♦♠♣✉
❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✼✿ ❉❡t❛✐❧ ♦❢ ✈♦✐❞ ❋ ✐♥ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❡❞ s❛♠♣❧❡ ❏❉✹✼✳
❲❤❡♥ ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤❡ ❝♦♥t♦✉rs ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✷✼✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ s❤❛♣❡
❡①❤✐❜✐ts t❤r❡❡ r❛t❤❡r ♥❛rr♦✇ ♣❡❛❦s ✭s❡❡ r❡❞ ❛rr♦✇s ✐♥ ③♦♦♠✮✳ ❚❤❡s❡ ♣❡❛❦s r❡s✉❧t ❢r♦♠
❛ ♣❛rt✐❛❧ ❝❧♦s✉r❡ ♦❢ t❤✐♥ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✈♦✐❞✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ✉♣♣❡r ♣❡❛❦✱ ❝♦♥t❛❝t ✇❛s ❡✈❡♥
♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t♦✉r ❢r♦♠ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ ♥❛rr♦✇ ♣❛rts ♠✐❣❤t ♥♦t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
✶✵✽
✸✳✹ ❙❛♠♣❧❡s ❏❉✷✵ ❛♥❞ ❏❉✹✼
❍●❋❊ ❱♦✐❞ ●
❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✽✿ ❉❡t❛✐❧ ♦❢ ✈♦✐❞ ● ✐♥ s❛♠♣❧❡ ❏❉✹✼✳
❞❡t❡❝t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ t♦♠♦❣r❛♣❤②✲❜❛s❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❧❡t ✉s ♥♦t❡ t❤❛t✱ ♦♥❝❡ t❤❡
♥❛rr♦✇ ♣❡❛❦s ✐❣♥♦r❡❞✱ t❤❡ ✜♥❛❧ s❤❛♣❡ ✐s r❡♠❛r❦❛❜❧② ❛❝❝✉r❛t❡✳
❆ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇❛s ❛❧s♦ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✷✽✳ ❚❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛♥❞
♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡ r❡♠❛✐♥s ✐♥ t❤❡ ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡✳
✸✳✹✳✻ ❋✐♥❛❧ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡s
❋♦r ❡❛❝❤ s❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ❢♦✉r ✈♦✐❞s ✇❡r❡ st✉❞✐❡❞ ❛♥❞ ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ✐♥
❋✐❣✳ ✸✳✷✾✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❞♦ts ❛r❡ ✈❛❧✉❡s ♠❡❛✲
s✉r❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✈♦✐❞✲♠❛tr✐① ✐♥t❡r❢❛❝❡✳
❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧
♠✐❝r♦t♦♠♦❣r❛♣❤② ✐♠❛❣❡✱ ❛s ✐t ✇❛s ✉s❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♠❡s❤✳ ❚❤❡ ✈♦❧✉♠❡s ♦❢ t❤❡
✈♦✐❞s ✇❡r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠✐❝r♦t♦♠♦❣r❛♣❤② ✐♠❛❣❡s ❛t t❤❡ ✜♥❛❧ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❤❡✐❣❤t ✉s✐♥❣
t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷✱ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳✷✳
❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡s s❤♦✇ ❡①❝❡❧❧❡♥t ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❢♦r s❛♠♣❧❡
❏❉✷✵ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✷✾❛✮✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦r ✐s ❛❜♦✉t ✶✪ ❢♦r ✈♦✐❞s ❆✱ ❈ ❛♥❞ ❉✱ ❛♥❞ r❛✐s❡s
t♦ ✶✸✪ ❢♦r ✈♦✐❞ ❇✳ ❚❤❡ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✷✺ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
♦❢ ✈♦❧✉♠❡ ♦♥ ✈♦✐❞ ❇✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦♥t♦✉rs ✇❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ❛♥❞ ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t t❤❡
❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ♥❛rr♦✇❡st ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✈♦✐❞s ♠❛② ♥♦t ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ t♦♠♦❣r❛♣❤②✲❜❛s❡❞
t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛♥ ❡①❝❡❧❧❡♥t ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❛❧❧ ♦t❤❡r ❝♦♥t♦✉rs ❛♥❞ ✐t ✐s
♥♦✇ ❛❧s♦ ✈❡r✐✜❡❞ ♦♥ t❤❡ ✜♥❛❧ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡s✳
6.57.07.58.08.59.09.510.0
H (mm)
0
5
10
15
20
25
30
35
V
o
lu
m
e
 (
m
m
3
)
VOID A
VOID B
VOID C
VOID D
Computation
Tomo init
Tomo final
✭❛✮ ❏❉✷✵
7.58.08.59.09.510.0
H (mm)
0
5
10
15
20
V
o
lu
m
e
 (
m
m
3
)
VOID H
VOID G
VOID F
VOID E
Computation
Tomo init
Tomo final
✭❜✮ ❏❉✹✼
❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✾✿ ❱♦❧✉♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❢♦✉r ✈♦✐❞s ✐♥ ❜♦t❤ s❛♠♣❧❡s ❏❉✷✵ ❛♥❞ ❏❉✹✼✳
✶✵✾
❈❤❛♣t❡r ✸ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ ❢✉❧❧✲✜❡❧❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s❛♠♣❧❡ ❏❉✹✼✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❣❧♦❜❛❧❧② ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦
t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✷✾❜✮✳ ❚❤✐s ♠❛② ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ♣❛rt✐❝✉❧❛r s♠❛❧❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s
♦❢ t❤❡ ✈♦✐❞s✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡s ❢♦r s❛♠♣❧❡ ❏❉✹✼ ✇❡r❡ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ❬✷✱ ✻❪ ♠♠3✱ ✇❤✐❧❡
t❤❡ ♦♥❡s ♦❢ s❛♠♣❧❡ ❏❉✷✵ ✈❛r② ♦✈❡r t❤❡ r❛♥❣❡ ❬✺✱ ✸✵❪ ♠♠3✳ ❚❤❡ ❡①❝❡ss✐✈❡❧② s♠❛❧❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s
♠❛② ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s❛♠♣❧❡ ❏❉✹✼✳
❉✉❡ t♦ t❤❡ ❧♦✇ ✈♦✐❞✲t♦✲s❛♠♣❧❡ t❤✐❝❦♥❡ss r❛t✐♦✱ t❤❡ ❝♦♥tr❛st ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ♠✐❝r♦t♦♠♦❣r❛✲
♣❤② ✐s r❛t❤❡r ❧♦✇✳ ❇♦t❤ s❤❛r♣♥❡ss ❛♥❞ ❝♦♥tr❛st ❛r❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ❧♦✇❡r ❛♥❞ t❤❡ ✈♦✐❞✲♠❛tr✐①
✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐s ❞❡t❡❝t❡❞ ✇✐t❤ ❧❡ss ❛❝❝✉r❛❝②✳
❙❡❝♦♥❞❧②✱ s♦♠❡ ✈♦✐❞s ✭♦r s♦♠❡ ♣❛rt ♦❢ ✈♦✐❞s✮ ❛r❡ ♥❡❛r❧② ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ✈♦①❡❧ s✐③❡✳ ❚❤❡s❡
✈♦✐❞s ♠✐❣❤t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡t❡❝t❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✐♠❛❣❡✱ ❜✉t ♥♦t ♦♥ t❤❡ ✜♥❛❧ ✐♠❛❣❡✱ ❛s t❤❡✐r
s✐③❡ r❡❞✉❝❡❞ ❞✉r✐♥❣ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✳ ❚❤✐s ✇❛s t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✈♦✐❞ ❋✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✳
✸✳✹✳✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s
❚♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ♦♥ ❜♦t❤ s❛♠♣❧❡s ❏❉✷✵ ❛♥❞ ❏❉✹✼✱ t❤❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❛♥❛❧②s✐s ❡①❤✐❜✐t❡❞ ❡①❝❡❧❧❡♥t
❛❣r❡❡♠❡♥t ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✜♥❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈♦✐❞✲♠❛tr✐① ✐♥t❡r❢❛❝❡s✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❡s
❛r❡ ♠♦st ❧✐❦❡❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♠❛❣❡s✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ s♠❛❧❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✈♦✐❞s✳
❋♦r t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❏❉✷✵✱ t❤❡ ✈♦✐❞✲t♦✲s❛♠♣❧❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s r❛t✐♦ ✇❛s ❧❛r❣❡r ❛♥❞ t❤❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡
❛♥❛❧②s✐s ❡①❤✐❜✐t❡❞ ❡①❝❡❧❧❡♥t ❛❣r❡❡♠❡♥t ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳
✶✶✵
✸✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s
✸✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s
❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝❛♠♣❛✐❣♥ t❤❛t ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛t ❆s❝♦♠❡t❛❧ ✐♥✈♦❧✈❡❞ t✇♦ ♣♦r♦✉s s❛♠♣❧❡s✳
❚❤❡ s❛♠♣❧❡s ❡①❤✐❜✐t❡❞ ❛ ❧❛r❣❡r ✈♦✐❞✲t♦✲s❛♠♣❧❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s r❛t✐♦ t❤❛♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ✉s❡❞ ✐♥
t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❛♠♣❛✐❣♥ ❛t ❆✉❜❡rt✫❉✉✈❛❧✳
❋r♦♠ t❤❡s❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ t❡sts✱ t✇♦ ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts ❝❛♥ ❜❡ ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t✿
• ❋✐rst✱ t❤❡ ❢❡❛s✐❜✐❧✐t② ♦❢ s✉❝❤ t❡st✐♥❣ ✇❛s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞✳ ❚❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❳✲r❛②
♠✐❝r♦t♦♠♦❣r❛♣❤② ❛♥❞ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ t❡st✐♥❣ ✇❛s s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡❞
❛❝❝✉r❛t❡ r❡s✉❧ts✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❢✉❧❧ ❛tt❡♥t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ♣❛✐❞ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢
t❤❡ s❛♠♣❧❡✬s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✈♦✐❞✲t♦✲s❛♠♣❧❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ r❛t✐♦ ✐s ❛ ❦❡②✲♣❛r❛♠❡t❡r
❢♦r t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ❳✲r❛② ✐♠❛❣✐♥❣✳ ▲♦✇ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ✈♦✐❞✲t♦✲s❛♠♣❧❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
r❛t✐♦ ✇✐❧❧ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ ✜♥❛❧ ❝♦♥tr❛st ♦❢ t❤❡ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♠❛❣❡✳ ▲♦✇
s❛♠♣❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② r❡q✉✐r❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢
t❤❡ t♦♠♦❣r❛♣❤✳
❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ s❛♠♣❧❡✬s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♠❛② r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢
t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ t❡st ✐ts❡❧❢✳ ■t ✐♥✈♦❧✈❡s str♦♥❣❡r ❣r❛❞✐❡♥ts ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ r❡q✉✐r❡s
♣✐❧♦t✐♥❣ t❤❡ t♦♦❧s ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ❛❝❝✉r❛❝②✳
Pr❡❧✐♠✐♥❛r② s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ✈❡r② ❤❡❧♣❢✉❧ ❢♦r t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛❞❡q✉❛t❡ ❡①♣❡r✐✲
♠❡♥t❛❧ ♣r♦t♦❝♦❧✱ ♥♦t❛❜❧② ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✜♥❛❧ ❤❡✐❣❤t r❡❞✉❝t✐♦♥✳
• ❚❤❡ ✜♥❛❧ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❡①❛♠✐♥❛t✐♦♥s s❤♦✇❡❞ ❡①❝❡❧❧❡♥t ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡❞✐❝✲
t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❢✉❧❧✲✜❡❧❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇❛s s❤♦✇♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢
♣♦s✐t✐♦♥✱ ✈✐s✉❛❧ ❛s♣❡❝t ❛♥❞ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ✈❛r✐♦✉s ✈♦✐❞s✳
❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❢✉❧❧✲✜❡❧❞ ❡①♣❧✐❝✐t s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❋❖❘●❊ ❬✷✵✶✶❪ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❧♦❝❛❧
❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ ✈♦✐❞s ✇❛s t❤❡r❡❢♦r❡ ✈❛❧✐❞❛t❡❞✳
❋✉❧❧✲✜❡❧❞ ❡①♣❧✐❝✐t s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❜❡ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛♣t❡rs✳ ■♥ ❈❤❛♣✲
t❡r ✹✱ ❛ ✇✐❞❡ ❝❛♠♣❛✐❣♥ ♦❢ ❢✉❧❧✲✜❡❧❞ ❡①♣❧✐❝✐t s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛t t❤❡ ❘❱❊✲s❝❛❧❡ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥
♦r❞❡r t♦ ❜✉✐❧❞ ❛♥❞ ❝❛❧✐❜r❛t❡ t❤❡ ♥❡✇ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ ❈❤❛♣t❡r ✺✱ ❢✉❧❧✲✜❡❧❞ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ✈♦✐❞s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t❡
t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳
✶✶✶

❈❤❛♣t❡r ✹
❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥❡✇ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧
❢♦r ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡
❈♦♥t❡♥ts
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✶✶✸
❈❤❛♣t❡r ✹ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧
❘és✉♠é ❢r❛♥ç❛✐s
❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣rés❡♥t❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s ❞❡ r❡❢❡r♠❡t✉r❡ ❞❡ ♣♦r♦s✐té à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞✉ ❱❊❘✱
❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ r❡❢❡r♠❡t✉r❡ ❞❡ ♣♦r♦s✐té✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞♦✐t
êtr❡ ❝♦♥str✉✐t à ♣❛rt✐r ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉rs q✉❛♥t✐✜❛❜❧❡s ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ✐♥❞✉str✐❡❧✳ ▲❛ ♠♦r✲
♣❤♦❧♦❣✐❡ ré❡❧❧❡ ❡①❛❝t❡ ❞❡ ♣♦r❡s ét❛♥t ✉♥❡ ❞♦♥♥é❡ ❞✐✣❝✐❧❡ à q✉❛♥t✐✜❡r✱ ❝❛r ❡❧❧❡ r❡q✉✐❡rt ✉♥❡
ét✉❞❡ s②sté♠❛t✐q✉❡ ❛♣♣r♦❢♦♥❞✐❡ ❡♥ ♠✐❝r♦t♦♠♦❣r❛♣❤✐❡✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❣é♦♠étr✐❡s é❧❧✐♣s♦ï✲
❞❛❧❡s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ❡st ♣r♦♣♦sé❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳ ▲❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛
❣é♦♠étr✐❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❡ ♣♦r❡ ❢❛✐t ♣❛rt✐❡ ❞❡s ❛✈❛♥❝é❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❞✉ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦❞è❧❡✳
▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❞♦♥❝ ❞é❞✐é❡ à ✉♥❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t✐✈❡ à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
❞❡ ❝❡s ❣é♦♠étr✐❡s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✳ ■❧ ❡st ♠♦♥tré q✉❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❛❜s♦❧✉❡ ❞❡s ♣♦r❡s ♥✬❛ ♣❛s ❞✬✐♠♣❛❝t
s✉r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡♥ r❡❢❡r❡♠❡t✉r❡✱ à ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡s r❛♣♣♦rts ❞❡ ❢♦r♠❡s q✉✐ ♣rés❡♥t❡♥t ✉♥
✐♠♣❛❝t ♠❛❥❡✉r✳ ▲✬❡rr❡✉r ❝♦♠♠✐s❡ ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❣é♦♠étr✐❡s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ❡st ❞✐s❝✉té❡
à ♣❛rt✐r ❞❡ q✉❛tr❡ ♣♦r❡s ré❡❧s✳ ▲❡ ❣❛✐♥ ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬é❧❧✐♣s♦ï❞❡s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s
❡st ❞é♠♦♥tré ❡♥ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ s♣❤èr❡s ✭s②sté♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❛
❧✐ttér❛t✉r❡✮✳
▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ét✉❞❡ ❞❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❛✉① ❞✐✛ér❡♥ts ♣❛r❛♠ètr❡s ✐❞❡♥t✐✜és
❝♦♠♠❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥✢✉❡♥ts s✉r ❧❛ r❡❢❡r♠❡t✉r❡✱ ❛✜♥ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s à
♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡✳ ■❧ ❡st ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❣é♦♠étr✐❡ ✭r❛♣♣♦rts
❞✬❛s♣❡❝t✱ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✮ ♦♥t ✉♥ ✐♠♣❛❝t ♠❛❥❡✉r✱ ❛✉ ♠ê♠❡ t✐tr❡ q✉❡ ❧❛ tr✐❛①✐❛❧✐té ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
❡t ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❝✉♠✉❧é❡✳ ❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♠❛tér✐❛✉①✱ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
❞✬é❝r♦✉✐ss❛❣❡✴❛❞♦✉❝✐ss❡♠❡♥t✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té à ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ ♦♥t ✉♥ ✐♠♣❛❝t ♥♦♥✲♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ s✉r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡♥ r❡❢❡r♠❡t✉r❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡✉r
✐♥✢✉❡♥❝❡ r❡st❡ ❞❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ❞❛♥s ❧❡s ♣❧❛❣❡s ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❞❡✜♥✐❡s ♣❛r ❧❛ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡
✐♥❞✉str✐❡❧❧❡✳ ■❧s ♥❡ s❡r♦♥t ♣❛s ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡✳ ▲❛ ❝♦♥s✐t❛♥❝❡ ❞✉ ♠❛tér✐❛✉
❡t ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥✬♦♥t ❛✉❝✉♥❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ s✉r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡♥ r❡❢❡r♠❡t✉r❡✳
▲❛ tr♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡✱ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛♥❛❧②✲
t✐q✉❡s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡✉r ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣❛r ré❣r❡ss✐♦♥✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
✐♥✢✉❡♥❝❡s ❛ ♣✉ êtr❡ ♠♦❞é❧✐sé❡ ♣❛r ✉♥❡ s♦♠♠❡ ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞✬♦r❞r❡ ✷✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s
q✉❛tr❡s ❣é♦♠étr✐❡s ✐ss✉❡s ❞❡ ♣♦r❡s ré❡❧s✱ ❡t s♦✉s ♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♠é❝❛♥✐q✉❡s✱ ✐❧ ❡st
♠♦♥tré q✉❡ ❧❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ♣ré❞✐r❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉r ✈♦❧✉♠❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡
♣ré❝✐s✐♦♥ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ✺✪ ❞❛♥s ✾✵✪ ❞❡s ❝❛s✱ ❡t q✉✬❡❧❧❡ r❡st❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ✶✼✪ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❧❡
♣❧✉s ❡①trê♠❡✳
✶✶✹
✹✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
✹✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❚❤❡ ✜rst ❝❤❛♣t❡r ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ r❡❧✐❛❜❧❡ ❡①✐st✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ t♦ ♣r❡✲
❞✐❝t ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡✱ ♥♦t❛❜❧② r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ ✈♦✐❞ ❣❡♦♠❡tr②✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞
❝❤❛♣t❡r s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❘❱❊ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛t t❤❡ ♠❡s♦✲s❝❛❧❡ ❡♥❛❜❧❡s ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡
tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ✈♦✐❞s✱ ❛♥❞ t❤❛t ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ❝♦♥✲
tr♦❧❧❡❞✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ ❝❤❛♣t❡r s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❋❖❘●❊ ❬✷✵✶✶❪ ✐s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ♣r♦✈✐❞✐♥❣
❛❝❝✉r❛t❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ ✈♦✐❞s ❞✉r✐♥❣ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳
❚❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝❤❛♣t❡r ♣r❡s❡♥ts t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❛ ✇✐❞❡ ❝❛♠♣❛✐❣♥ ♦❢ ❘❱❊ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s t❤❛t ✇❛s
♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ ❋❖❘●❊ ❬✷✵✶✶❪ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ st✉❞② t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡s ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦♥
✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ✇❡r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷ ✐s
❞✐s❝✉ss❡❞✳ ❚❤❡♥✱ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s❡♥s✐t✐✈✐t② st✉❞② ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧②
✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❛♥❞ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ✇❤✐❝❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♠✉st ❜❡ ❢✉rt❤❡r
q✉❛♥t✐✜❡❞✳ ■♥ ❛ t❤✐r❞ s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳
❙❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦✉rs✳ ❆ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✉s✐♥❣ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s✳ ■♥ ❛ ❧❛st s❡❝t✐♦♥✱
t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐s ✈❡r✐✜❡❞ ✉s✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ ❣❡♦♠❡tr✐❡s ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠
r❡❛❧ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❞❛t❛ ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦r ✐s ❛ss❡ss❡❞✳
✹✳✷ ❯s❡ ♦❢ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❣❡♦♠❡tr✐❡s
❙♣❤❡r✐❝❛❧ ✈♦✐❞s ❛r❡ ♦❢t❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❬❇✉❞✐❛♥s❦② ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✽✷✱ ▲❛s♥❡✱ ✷✵✵✽✱ ❩❤❛♥❣
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✱ ❚❛♥❛❦❛ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✽✻✱ ◆❛❦❛s❛❦✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦✱ t❤❡ ✉s❡
♦❢ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❡❧❧✐♣s♦✐❞s ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② ❝♦♥s✐❞❡r tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ■♥
❈❤❛♣t❡r ✷✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢♠♦r♣❤♦❧♦❣②✲❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❡❧❧✐♣s♦✐❞s ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ■t ✇❛s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞
t❤❛t ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❡❧❧✐♣s♦✐❞ t❤❛t ❡①❤✐❜✐ts t❤❡ s❛♠❡ ✐♥❡rt✐❛ ♠❛tr✐①
t❤❛♥ ❛ r❡❛❧ ✈♦✐❞✳ ❚❤✐s ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ❡♥❛❜❧❡s t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ r❡❛❧ ✈♦✐❞
t♦ ❜❡ ❢❛✐t❤❢✉❧❧② r❡♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s t♦ ❞✐s❝✉ss t❤✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈✐t②✳
❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ❛ ✈♦✐❞ ✐s ✜rst ❞✐s❝✉ss❡❞✳ ❚❤❡♥✱ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❝❧♦s✉r❡
❜❡❤❛✈✐♦✉rs ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ r❡❛❧ ✈♦✐❞s✱ s♣❤❡r✐❝❛❧ ✈♦✐❞s ❛♥❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣②✲❡q✉✐✈❛❧❡♥t
❡❧❧✐♣s♦✐❞s✳
✹✳✷✳✶ ❱♦✐❞ s✐③❡
❚❤❡ ❘❱❊ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ r❛t✐♦ η✱ ✐✳❡✳ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✈♦✐❞✬s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s
✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✳✷✮✳ ❇♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ✐♠♣♦s❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛♣♣❧② ❛ ♣r❡s❝r✐❜❡❞ str❛✐♥✲r❛t❡
❛♥❞ str❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t② r❛t✐♦✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❜♦t❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss ✈❛r✐❛❜❧❡s✳
❙t✉❞②✐♥❣ ❛ ✈♦✐❞ ❛t t❤❡ ❘❱❊✲s❝❛❧❡ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss ♣r♦❜❧❡♠✳
◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❧❛r❣❡ ✈♦✐❞✲t♦✲✇♦r❦♣✐❡❝❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s r❛t✐♦s✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❤②♣♦t❤❡s❡s
♦❢ t❤❡ ♠❡s♦✲s❝❛❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✮ ♠✐❣❤t ♥♦t ❜❡ ✈❡r✐✜❡❞✳ ❚❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ s❝❛❧❡s
✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ♣♦ss✐❜❧❡✱ ♥❡✐t❤❡r t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ t❤❡s❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡s✱
t❤❡ ♠❡s♦✲s❝❛❧❡ ♠❛② ♥♦t ❜❡ ✉s❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❡①♣❧✐❝✐t ❢✉❧❧✲✜❡❧❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞✱
s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♦♥❡s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ❜② ❈❤❡♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✷❪✱ ▲❡❡ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✶❪✱ ❇❛♥❛s③❡❦ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✸❪✳
❚❤✐s ✐s ❤♦✇❡✈❡r ♦✉t ♦❢ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t st✉❞②✳ ❲✐t❤✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
t❤❡ ✐♥❞✉str✐❛❧ ✐ss✉❡s ✭❈❤❛♣t❡r ✶✮ t❤❡ ✈♦✐❞✲t♦✲✇♦r❦♣✐❡❝❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s r❛t✐♦ ✐s s♠❛❧❧ ❛♥❞ t❤❡
♠❡s♦✲s❝❛❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞✳
❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈♦✐❞ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❤❛✈❡ ♥♦ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡✱ ♥❡✐t❤❡r ❤❛s t❤❡
✐♥✐t✐❛❧ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ V0✳ ❚❤❡ st✉❞② ✐s t❤✉s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ✈♦❧✉♠❡ V/V0✳ ❖♥
t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✈♦✐❞ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✭❛s♣❡❝t r❛t✐♦s✮ ❛♥❞ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈♦✐❞
✭✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥✮ ❛r❡ ❦❡② ♣❛r❛♠❡t❡rs✳
✶✶✺
❈❤❛♣t❡r ✹ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧
✹✳✷✳✷ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❝❧♦s✉r❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉rs
▲✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ s♣❤❡r❡
❆ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ✈♦✐❞ ❆❉ ✭♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❳✲r❛② ♠✐❝r♦t♦♠♦❣r❛♣❤②✮✱
t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ s♣❤❡r❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✈♦✐❞✬s ❣❡♦♠❡tr②✲❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❡❧❧✐♣s♦✐❞✱ ❛s ♣r❡✈✐♦✉s❧②
❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷✱ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳✸✳ ❱♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✶✳ ❚❤❡
✈♦❧✉♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ ✈♦✐❞ ✐s ❝❧❡❛r❧② ♥♦t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
✉s✐♥❣ ✈♦✐❞ ❆❉✱ ❛s t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡ ✐s ❧♦✇❡r ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ❛r♦✉♥❞ t✇♦ ♦✈❡r t❤❡ r❛♥❣❡
V/V0 = [0.2, 1]✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ ❣❡♦♠❡tr②✲❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❡❧❧✐♣s♦✐❞ s❤♦✇s ❣r❡❛t
✐♥t❡r❡st✱ ❛s t❤❡ ❝✉r✈❡ s❤♦✇s ✈❡r② ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❝❧♦s✉r❡ ♦❢ ✈♦✐❞ ❆❉✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ ❱♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✈♦✐❞ ❆❉✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛ s♣❤❡r❡ ❛♥❞ t♦ ✐ts ❣❡♦♠❡tr②✲
❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❡❧❧✐♣s♦✐❞ ✉♥❞❡r ❛r❜✐tr❛r② ❝♦♥st❛♥t ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♠♦r♣❤♦❧♦❣②✲❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❡❧❧✐♣s♦✐❞s
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡tt❡r ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❡❧❧✐♣s♦✐❞ t♦ ♠♦❞❡❧ ❛ r❡❛❧ ✈♦✐❞✱ ❛
❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ ❢♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t ❝❛s❡s ❛♥❞ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣s✳ ✹✳✷ ❛♥❞ ✹✳✸✳
❚❤❡ r❡❛❧ ✈♦✐❞s ✭♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❳✲r❛② ♠✐❝r♦t♦♠♦❣r❛♣❤②✮ ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡✐r ❣❡♦♠❡tr②✲
❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❡❧❧✐♣s♦✐❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❱♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♣❧♦tt❡❞
✉♥❞❡r t❤r❡❡ ✈❛r✐♦✉s str❡ss tr✐❛①✐❧✐t② r❛t✐♦s✱ ❝♦✈❡r✐♥❣ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✇✐t❤✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳
❘❡❣❛r❞✐♥❣ ✈♦✐❞s ✸ ❛♥❞ ✹✱ t❤❡ ❝✉r✈❡s s❤♦✇ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ♦♥ t❤❡ r❛♥❣❡ V/V0 = [0.2, 1]✳
❚❤❡ ♠❛❥♦r ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜♥❛❧ ❝❧♦s✉r❡ st❛❣❡✳
❋♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❱♦✐❞ ❆✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❡❧❧✐♣s♦✐❞ s❤♦✇s ❧❛r❣❡r ❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❡s✱ ❞✉❡
t♦ t❤❡ ❡①tr❡♠❡ t♦rt✉♦s✐t② ♦❢ t❤❡ r❡❛❧ ✈♦✐❞✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ ❱♦✐❞ ❆❉✱ t❤❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✐s ❜❡tt❡r
❢♦r ♠♦r❡ ❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ str❡ss st❛t❡s✳ ❚❤❡ ❧❛r❣❡st ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ♦❝❝✉rs ❢♦r TX ❂ ✵✳ ▲❡t ✉s ❛❧s♦
♥♦t❡ ❛ s❧✐❣❤t❧② ♣♦s✐t✐✈❡ s❧♦♣❡ ❛t t❤❡ ❡❛r❧② st❛❣❡ ♦❢ ❝❧♦s✉r❡ ❢♦r t❤❡ ❡❧❧✐♣s♦✐❞❛❧ ✈♦✐❞✳ ❚❤✐s
❤✐❣❤❧✐❣❤ts ❛ s❧✐❣❤t ♦♣❡♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✈♦✐❞✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ TX =
σm
σ¯ = 0 ✭✐✳❡✳ σm = p = 0✮ ✐♥❞✐❝❛t❡s
t❤❛t t❤❡ ❘❱❊ ✐s s✉❜♠✐tt❡❞ t♦ s❤❡❛r✐♥❣ str❡ss❡s ♦♥❧②✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
σxx = σyy = −σzz2 t❤✉s ✐♠♣♦s❡ t❡♥s✐❧❡ str❡ss❡s ♦♥ t❤❡ ❢❛❝❡s ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ ♠❛✐♥
❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ z✳ ❆ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ V/V0 = 1.021 ✐s r❡❛❝❤❡❞
❛r♦✉♥❞ ε¯ = 0.1✳ ❚❤❡ ♦♣❡♥✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦✉r t❤✉s r❡♠❛✐♥s ✈❡r② ❧♦✇ ❛♥❞ ❝❧♦s✉r❡ ♦❝❝✉rs ❛❢t❡r
ε¯ > 0.1✳ ❚❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ✈♦✐❞✱ ❛s ✐t ✐s
✈❡r② ❡❧♦♥❣❛t❡❞ ❛♥❞ ✐ts ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ t❤r❡❡ ♦t❤❡r ✈♦✐❞s✳
✶✶✻
✹✳✷ ❯s❡ ♦❢ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❣❡♦♠❡tr✐❡s
✭❛✮ ❱♦✐❞ ✸ ✭❜✮ ❱♦✐❞ ✹
✭❝✮ ❱♦✐❞ ❆ ✭❞✮ ❱♦✐❞ ❆❉
❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ ■♥✐t✐❛❧ ❘❱❊s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ r❡❛❧ ✈♦✐❞s✱ s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞ ✇✐t❤ t❤❡✐r ❣❡♦♠❡tr②✲❡q✉✐✈❛❧❡♥t
❡❧❧✐♣s♦✐❞s✳
◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② r❡♠❛✐♥s r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧♦✇ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥
r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡s ♦✈❡r t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st TX = [−1, 0]✳ ❚❤❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❢♦r ❤✐❣❤
❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ st❛t❡s ✐s ❡①❝❡❧❧❡♥t✳
❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❝❧♦s✉r❡ st❛t❡s ♦❢ ❱♦✐❞ ✸
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ♦❢ ❝❧♦s✉r❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❜❡t✇❡❡♥ ❛ r❡❛❧ ✈♦✐❞ ❛♥❞
✐ts ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❡❧❧✐♣s♦✐❞✱ ✈❛r✐♦✉s ✈♦✐❞ st❛t❡s ❛r❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✹ ❢♦r ❱♦✐❞ ✸ ❛♥❞ ✐ts
❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❡❧❧✐♣s♦✐❞ ✉♥❞❡r TX = −0.4✳ ❚❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t str❛✐♥ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ❛t ✈❛r✐♦✉s
st❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ❝❧♦s✉r❡✱ ε¯ =✵✱ ✵✳✷✱ ✵✳✹ ❛♥❞ ✵✳✺✳
❋✐rst✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❧♦❝❛❧ ❝♦♥t❛❝t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛t ❡❛r❧✐❡r st❛❣❡s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡
r❡❛❧ ✈♦✐❞ t❤❛♥ ❢♦r t❤❡ ❡❧❧✐♣s♦✐❞❛❧ ✈♦✐❞✳ ❈♦♥t❛❝t ❝❛♥ ❜❡ ❛❧r❡❛❞② s❡❡♥ ❛t ε¯ = 0.2 ✇✐t❤ ❛ r❡❞
❛rr♦✇ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✹❝✱ ✇❤✐❧❡ ♥♦ ❝♦♥t❛❝t ❤❛s ♦❝❝✉rr❡❞ ❛t t❤✐s ✐♥st❛♥t ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❧✐♣s♦✐❞✳
❆t ε¯ = 0.4✱ ❝♦♥t❛❝t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛t t❤❡ ♣❡r✐♣❤❡r② ♦❢ t❤❡ ❡❧❧✐♣s♦✐❞❛❧ ✈♦✐❞ ✭r❡❞ ❛rr♦✇s ✐♥
❋✐❣✳ ✹✳✹❢✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t✱ ❛t ε¯ = 0.4✱ t❤❡ ❡❧❧✐♣s♦✐❞❛❧ ✈♦✐❞ ✐s ♥❡❛r❧② ❝❧♦s❡❞ ❛♥❞ ✐ts ✈♦❧✉♠❡ V/V0
✐s ❧♦✇❡r t❤❛♥ ✵✳✶ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✸❛✳ ❆t ε¯ = 0.5✱ t❤❡ ❡❧❧✐♣s♦✐❞❛❧ ✈♦✐❞ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❝❧♦s❡❞ ✭s❡❡
❋✐❣✳ ✹✳✹❤✮ ❛♥❞ ✐ts ✈♦❧✉♠❡ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦✳
■t ✐s ♥♦t❡✇♦rt❤② t❤❛t t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ s❧♦♣❡ ❞✉❡ t♦ ❝♦♥t❛❝t ♦❝❝✉rs ❛r♦✉♥❞ ε¯ = 0.4✱ ✐✳❡✳ ✇❤❡♥
❝♦♥t❛❝t st❛rts t♦ ♦❝❝✉r ❛t t❤❡ ♣❡r✐♣❤❡r② ♦❢ t❤❡ ✈♦✐❞✳
■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ r❡❛❧ ✈♦✐❞ ✸✱ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ s❧♦♣❡ ♦❝❝✉rs ❡❛❧✐❡r✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡
✶✶✼
❈❤❛♣t❡r ✹ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✿ ❱♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ r❡❛❧ ✈♦✐❞s ❛♥❞ ♦❢ t❤❡✐r ❣❡♦♠❡tr②✲❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❡❧❧✐♣s♦✐❞s✱
✉♥❞❡r ✈❛r✐♦✉s str❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t② r❛t✐♦s✳
♦❢ t✇♦ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✳ ❋✐rst✱ ❝♦♥t❛❝t ♦❝❝✉rs ❡❛r❧✐❡r✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ s❧♦✇s ❞♦✇♥ t❤❡ ❝❧♦s✉r❡ r❛t❡✳
❙❡❝♦♥❞❧②✱ ❛s t❤❡ ✈♦✐❞ ❞❡❢♦r♠s✱ ✐ts s❤❛♣❡ ❝❤❛♥❣❡s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr②✲
❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❧✐♣s♦✐❞ ♠❛② ❜❡ ❛✛❡❝t❡❞✳
❚❤✐s ❡✛❡❝t ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❱♦✐❞ ✸✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ r❡s✐❞✉❛❧ ❝❛✈✐t② ❛t
t❤❡ ✜♥❛❧ st❛❣❡✳ ❚❤✐s r❡s✐❞✉❛❧ ❝❛✈✐t② ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✹❣ ✭✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ r❡❞
❝✐r❝❧❡✮✳
■♥ ❢❛❝t✱ t❤✐s r❡s✐❞✉❛❧ ❝❛✈✐t② r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❛♥ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ❝❧♦s✉r❡ ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s✉❜✲♣❛rt
♦❢ t❤❡ ✈♦✐❞ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ♦♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈♦✐❞ ✭r❡❞ ❝✐r❝❧❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✹❛✮✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
✐ts ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❡❧♦♥❣❛t❡❞ ❛♥❞ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛s♣❡❝t✱ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s s✉❜✲♣❛rt ✐s
s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ✈♦✐❞✳ ❚❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧
❝❧♦s✉r❡ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ✈♦✐❞✳ ❆t t❤❡ ✜♥❛❧ st❛❣❡s✱ ❛s t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ✈♦✐❞ ✐s q✉❛s✐✲❡♥t✐r❡❧② ❝❧♦s❡❞✱
t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉❜✲♣❛rt ✐s ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛♥❞ ❜❡❝♦♠❡s t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥
t♦ t❤❡ t♦t❛❧ ❝❧♦s✉r❡ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ✈♦✐❞✳ ❚❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ t❤✉s ❞r♦♣s✳
❚❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ s❧♦♣❡ ✐s s♠♦♦t❤❡r t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❧✐♣s♦✐❞❛❧ ✈♦✐❞✱ ❛♥❞ ♦❝❝✉rs ❜❡❢♦r❡
ε¯ = 0.4✱ ✐✳❡✳ ✇❤❡♥ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ✈♦✐❞ ✐s q✉❛s✐✲❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❝❧♦s❡❞ ✭❣r❡❡♥ ❝✐r❝❧❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✹❡✮✳
❚♦ ❜❡tt❡r r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ r❡❛❧ ✈♦✐❞ ✉s✐♥❣ s✐♠♣❧❡ ❣❡♦♠❡tr✐❡s✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ r❡♣❧❛❝❡
t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❡❧❧✐♣s♦✐❞ ❜② ❛ s❡r✐❡s ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❡❧❧✐♣s♦✐❞s✳ ❊❛❝❤ ❡❧❧✐♣s♦✐❞ ❝♦✉❧❞ ❜❡
❣❡♥❡r❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✐♥❡rt✐❛ ♠❛tr✐① ♦❢ s❡✈❡r❛❧ s❡❣♠❡♥t❡❞ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡① ✈♦✐❞✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ❡❧❧✐♣s♦✐❞❛❧ ✈♦✐❞s ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♣r♦①✐♠✐t② ♦❢
✶✶✽
✹✳✷ ❯s❡ ♦❢ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❣❡♦♠❡tr✐❡s
✖✕
✗✔
✭❛✮ ❱♦✐❞ ✸ ❛t ε¯ = 0 ✭❜✮ ❊q✉✐✈❛❧❡♥t ❡❧❧✐♣s♦✐❞ ✸ ❛t ε¯ = 0
❅
❅
❅❘
✭❝✮ ❱♦✐❞ ✸ ❛t ε¯ = 0.2 ✭❞✮ ❊q✉✐✈❛❧❡♥t ❡❧❧✐♣s♦✐❞ ✸ ❛t ε¯ = 0.2
✚✙
✛✘
✭❡✮ ❱♦✐❞ ✸ ❛t ε¯ = 0.4
❆
❆❯
✁
✁☛
✭❢✮ ❊q✉✐✈❛❧❡♥t ❡❧❧✐♣s♦✐❞ ✸ ❛t ε¯ = 0.4
✒✑
✓✏
✭❣✮ ❱♦✐❞ ✸ ❛t ε¯ = 0.5 ✭❤✮ ❊q✉✐✈❛❧❡♥t ❡❧❧✐♣s♦✐❞ ✸ ❛t ε¯ = 0.5
❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✿ ❋✐❡❧❞ ♦❢ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t str❛✐♥ ❛r♦✉♥❞ ❱♦✐❞ ✸ ❛♥❞ ❛r♦✉♥❞ ✐ts ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❡❧❧✐♣s♦✐❞ ❛t
✈❛r✐♦✉s st❛❣❡s ♦❢ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✉♥❞❡r TX = −0.4 ❛♥❞ ˙¯ε = 1 s−1✳
✶✶✾
❈❤❛♣t❡r ✹ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧
t❤❡ ✈♦✐❞s t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❲✐t❤✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❡s♦✲s❝❛❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ ❜② t❤❡
❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡ η = 3 ✭t❤❡ ❘❱❊✲t♦✲✈♦✐❞ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s r❛t✐♦✮✱ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✐s♦❧❛t❡❞ ✈♦✐❞s ❛r❡
❡①❝❧✉s✐✈❡❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ❣♦❛❧ ♦❢ ✉s✐♥❣ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❣❡♦♠❡tr✐❡s ✐s t♦ ✐❞❡♥t✐❢② s✐♠♣❧❡ ❣❡♦♠❡tr②
♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s✉♣♣❧② ❛ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ s❡✈❡r❛❧
❡❧❧✐♣s♦✐❞s ❢♦r ❛ ✈♦✐❞ ✇♦✉❧❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡ t❤❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❣❡♦♠❡tr② ♣❛✲
r❛♠❡t❡rs✳ ■t ✇♦✉❧❞ ❛❧s♦ ♥❛t✉r❛❧❧② r❡q✉✐r❡ ❛♥ ❛❞✈❛♥❝❡❞ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ✈♦✐❞ st❛t❡✳
❆ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ❛❝t✉❛❧ ✈♦✐❞ st❛t❡ ✇♦✉❧❞ s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❜❡ r❡q✉✐r❡❞ ✇❤❡♥
✉s✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞✉r✐♥❣ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥② ✐♥❞✉str✐❛❧ ♣r♦❝❡ss✳ ❨❡t✱ ✐t ✇❛s s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡r❡
✐s ❛t ♣r❡s❡♥t ❛ ❧❛❝❦ ♦❢ t❡❝❤♥✐q✉❡ t♦ s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② ♦❜t❛✐♥ ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❛❝❝✉r❛t❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥
♦❢ ✈♦✐❞s ✐♥ ❧❛r❣❡ ✇♦r❦♣✐❡❝❡s✳
❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❡❧❧✐♣s♦✐❞ ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛s♣❡❝t r❛t✐♦s ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✮ t❤✉s
❛♣♣❡❛r❡❞ ❛s t❤❡ ♠♦st r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ✇❛② t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ✈♦✐❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣②✳ ■t r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❣♦♦❞
❝♦♠♣r♦♠✐s❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✐ts ❛❜✐❧✐t② t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ r❡❛❧ ✈♦✐❞s ❜❡❤❛✈✐♦✉r✱ ❛♥❞ ✐ts ❛❜✐❧✐t② t♦ ❜❡
✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❛ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧✳
✶✷✵
✹✳✸ P❛r❛♠❡tr✐❝ s❡♥s✐t✐✈✐t② st✉❞②
✹✳✸ P❛r❛♠❡tr✐❝ s❡♥s✐t✐✈✐t② st✉❞②
❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ❡①❤✐❜✐t ❛♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ ✈♦✐❞
❝❧♦s✉r❡ ❛♥❞ t❤❛t ♠✐❣❤t ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ✈♦✐❞
✈♦❧✉♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t str❛✐♥ ❬❇✉❞✐❛♥s❦②
❡t ❛❧✳✱ ✶✾✽✷✱ ❚❛♥❛❦❛ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✽✻✱ ❘❛❣❛❜✱ ✷✵✵✹✱ ▲❛s♥❡✱ ✷✵✵✽✱ ❩❤❛♥❣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪✳ ■t ✐s
❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♥❛t✉r❛❧❧② r❡q✉✐r❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥
❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈♦✐❞✱ ❛♥❞ t❤✉s ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳
❙♦♠❡ ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❞❡❞ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ✈♦✐❞ t♦ ❝❧♦s❡ ✉♥✲
❞❡r ✈❛r✐♦✉s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❙tr❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t② r❛t✐♦ ✐s ♦❢t❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ♠❛❥♦r ♣❛r❛♠❡t❡r
r❡❣❛r❞✐♥❣ ✈♦✐❞ ❣r♦✇t❤ ❬❡✳❣✳ ❘✐❝❡ ❛♥❞ ❚r❛❝❡②✱ ✶✾✻✾✱ ▲❡♠❛✐tr❡✱ ✶✾✾✷❪✳ ❙tr❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t② r❛t✐♦
✐s ❛❧s♦ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐♥ ❛❧❧ ❡①✐st✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡ ❬❇✉❞✐❛♥s❦② ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✽✷✱
❚❛♥❛❦❛ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✽✻✱ ▲❛s♥❡✱ ✷✵✵✽✱ ❩❤❛♥❣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪✳ ▼❛t❡r✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❡r❡ st✉❞✐❡❞ ❜②
s❡✈❡r❛❧ ❛✉t❤♦rs ❬❇✉❞✐❛♥s❦② ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✽✷✱ ❉✉✈❛ ❛♥❞ ❍✉t❝❤✐♥s♦♥✱ ✶✾✽✹❪ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✈❛r✐♦✉s
❤②♣♦t❤❡s❡s t❤❛t ✇❡r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✶✱ ❛♥❞ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❩❤❛♥❣
❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❪✳
❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❬▲❡❡ ❛♥❞ ▼❡❛r✱ ✶✾✾✹✱ ❑❛❦✐♠♦t♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✱ ❈❤❡♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✱
❈❤❡♥ ❛♥❞ ▲✐♥✱ ✷✵✶✸❪ ❛♥❞ t♦ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦ ❬❙❛❜② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❜❪✱ ✈♦✐❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ❛❧s♦
❛♣♣❡❛rs ❛s ❛ ❦❡② ♣❛r❛♠❡t❡r ✐♥ ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✳ ❨❡t✱ t❤❡r❡ ✐s ❛t ♣r❡s❡♥t ❛ ❧❛❝❦ ♦❢
st✉❞✐❡s r❡❣❛r❞✐♥❣ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ✈♦✐❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱
tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ✐s st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ ✈♦✐❞s✳
❚❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s ✜rst st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ str❛✐♥ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ❛♥❞
str❛✐♥✲r❛t❡ s❡♥s✐t✐✈✐t②✳ ❚❤❡♥✱ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❡❧❧✐♣s♦✐❞ ✇✐t❤ ❛r❜✐tr❛r② ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ t❤✐rt❡❡♥ ✈❛r✐♦✉s
♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ s♣❛t✐❛❧ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✐s st✉❞✐❡❞✳ ❙❡✈❡♥ ✈❛r✐♦✉s
❡❧❧✐♣s♦✐❞❛❧ ❣❡♦♠❡tr✐❡s ❛r❡ t❤❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ✉s✐♥❣ ✈❛r✐♦✉s ❛s♣❡❝t r❛t✐♦s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ st✉❞② t❤❡
❡✛❡❝t ♦❢ ❣❡♦♠❡tr②✳ ❋✐♥❛❧❧② t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ st❛t❡ ✐s st✉❞✐❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡s ♦❢
✐♥t❡r❡st ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❝❛s❡✱ ❡✐❣❤t ❞✐✛❡r❡♥t str❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t②
r❛t✐♦s ❛r❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ ❘❱❊ ♦✈❡r t❤❡ r❛♥❣❡ TX = [−1, 0]✳
✹✳✸✳✶ ❙❡♥s✐t✐✈✐t② t♦ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs
❆ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ t♦ ♠❛t❡r✐❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✇❛s ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❋♦r ✈✐s❝♦✲♣❧❛st✐❝
♠❛t❡r✐❛❧s✱ ❇✉❞✐❛♥s❦② ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✽✷❪ ❛♥❞ ❉✉✈❛ ❛♥❞ ❍✉t❝❤✐♥s♦♥ ❬✶✾✽✹❪ st✉❞✐❡❞ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢
str❛✐♥✲r❛t❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✉s✐♥❣ ✈❛r✐♦✉s str❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥
♦❢ ❛ s♣❤❡r✐❝❛❧ ✈♦✐❞✳ ❚❤❡② ✉s❡❞ ❛ ♣♦✇❡r✲❧❛✇ ♠❛tr✐① ✇✐t❤♦✉t str❛✐♥ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ σ0 = A ˙¯εm ❛♥❞
♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ✈♦✐❞ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ t♦ str❛✐♥✲r❛t❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❝♦❡✣❝✐❡♥tm✳
❉✉✈❛ ❛♥❞ ❍✉t❝❤✐♥s♦♥ ❬✶✾✽✹❪ ❛♥❞ ▲❡❡ ❛♥❞ ▼❡❛r ❬✶✾✾✷❪ st❛t❡❞ t❤❛t t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ str❛✐♥✲r❛t❡
s❡♥s✐t✐✈✐t② ❢♦r s✉❝❤ ♠❛t❡r✐❛❧s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ str❛✐♥ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧s
♦❜❡②✐♥❣ σ0 = Aε¯n✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛♥❞ t❤❡ s❛♠❡ ❛♥❛❧②s✐s
❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ❜② s✐♠♣❧② r❡♣❧❛❝✐♥❣ ˙¯ε ❜② ε¯✳
▲✐ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✸❪ ❛♥❞ ❘❛❣❛❜ ❬✷✵✵✹❪ st✉❞✐❡❞ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ str❛✐♥ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ♦♥ ✈♦✐❞ ♦♣❡♥✲
✐♥❣✱ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❞❛♠❛❣❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳ ❚❤❡② ❢♦✉♥❞ ♦✉t t❤❛t str❛✐♥ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ♠❛✐♥❧② ❛✛❡❝ts
t❤❡ ❝♦❛❧❡s❝❡♥❝❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✳ ❆ s❧✐❣❤t ❡✛❡❝t ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ♦♥ ✈♦✐❞ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✭✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱
❣r♦✇t❤✮ ❛s ✇❡❧❧✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts ✐s ✐♥ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ r❡♠❛r❦ ❢r♦♠ ❉✉✈❛ ❛♥❞ ❍✉t❝❤✐♥✲
s♦♥ ❬✶✾✽✹❪ ❛♥❞ ▲❡❡ ❛♥❞ ▼❡❛r ❬✶✾✾✷❪✳
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ str❛✐♥✲r❛t❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ str❛✐♥ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ❛r❡
❛ss❡ss❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❘❱❊ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛ s♣❤❡r❡✳ ❚❤❡ ✜rst ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ✈❡r✐❢② t❤❡ r❡s✉❧ts
❢r♦♠ ❧✐t❡r❛t✉r❡ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦✳ ❚❤❡♥✱ ❛s ♠♦st ♠❛t❡r✐❛❧
❧❛✇s ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ❜♦t❤ str❛✐♥ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ❛♥❞ str❛✐♥✲r❛t❡ s❡♥s✐t✐✈✐t②✱ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❡✛❡❝t ♦❢
❜♦t❤ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts n ❛♥❞ m ✐s ❛ss❡ss❡❞ ❛s ✇❡❧❧✳
✶✷✶
❈❤❛♣t❡r ✹ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧
❆ ♣♦✇❡r✲❧❛✇ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞✱ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❍❛♥s❡❧✲❙♣✐tt❡❧ ❧❛✇✿
σ0 = A (ε¯+ ε0)
n ˙¯εmem4/(ε¯+ε0), ✭✹✳✶✮
✇❤❡r❡ A ✐s t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ✭✐♥ ▼P❛✮✱ m t❤❡ str❛✐♥✲r❛t❡ s❡♥s✐t✐✈✐t②✱ (n,m4) t❤❡
str❛✐♥ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ❛♥❞ s♦❢t❡♥✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ ❛♥❞ ε0 ❛ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ t❡r♠ t❤❛t ❡♥❛❜❧❡s ✐♥✐t✐❛❧
r✐❣✐❞✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❚❤✐s ❧❛✇ ✐s ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ❤♦t ♠❡t❛❧ ❢♦r♠✐♥❣✳ ■♥
❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐t ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❜❡✐♥❣ ❝♦❤❡r❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛✇ ✉s❡❞ ✐♥ ❇✉❞✐❛♥s❦② ❡t ❛❧✳
❬✶✾✽✷❪ ❛♥❞ ❚✈❡r❣❛❛r❞ ❬✶✾✽✹❪ ✇❤❡♥ n = m4 = ε0 = 0✱ ❛s ✐t r❡❞✉❝❡s t♦ σ0 = A ˙¯εm✳
■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧ ❝♦♥s✐st❡♥❝②
❚❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧ ❝♦♥s✐st❡♥❝② A✱ ✇❛s ✜rst st✉❞✐❡❞✳ ❚❤❡ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥
✇❛s ♣❧♦tt❡❞ ❢♦r s❡✈❡r❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ A✳ ❯s✐♥❣ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② str❛✐♥ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✭n =
1✮✱ ♠❛t❡r✐❛❧ ❧❛✇s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ A ✇❡r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞✳ ❚❤❡ str❡ss✲str❛✐♥ ❝✉r✈❡s ❛r❡
✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✺❛✳ ❚❤❡s❡ ❝✉r✈❡s ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ str❡ss❡s t❤❛t ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✳
❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✺❜✳ ■♥ s♣✐t❡ ♦❢ t❤❡ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢
str❡ss❡s t❤❛t ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✱ t❤❡ ❝❧♦s✉r❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✐s ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ✐♥ ❛❧❧ ❝❛s❡s✳
❆ s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡ ✇❛s t❤✉s ❞❡✜♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❛♥♦t❤❡r ✈❛❧✉❡ ♦❢ str❛✐♥ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥t n =
0.1✳ ❚❤❡ str❡ss✲str❛✐♥ ❝✉r✈❡s ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✺❝
❛♥❞ ❋✐❣✳ ✹✳✺❞✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❆s ❜♦t❤ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞✱ t❤❡ s❛♠❡
❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡✳ ❚❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❝♦♥s✐st❡♥❝② A ❤❛s ♥♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡✳ ❆♥
❛r❜✐tr❛r② ✈❛❧✉❡ A = 1 ▼P❛ ✐s t❤✉s s❡t ❢♦r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛♥❛❧②s❡s✳
◆♦t❡ t❤❛t ❛ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
❝❛s❡s n = 1 ❛♥❞ n = 0.1✳ ❚❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ n ✐s st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❛ ❢♦rt❤❝♦♠✐♥❣ ♣❛r❛❣r❛♣❤✳
P✉r❡ ❡✛❡❝t ♦❢ m
❋✐rst✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❩❤❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❪ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ s♣❤❡r✐❝❛❧
✈♦✐❞ ✇❡r❡ r❡♣r♦❞✉❝❡❞✳ ❚❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❧❛✇ t❤❛t ✐s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❩❤❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❪
✐s ✈✐s❝♦♣❧❛st✐❝ ✇✐t❤♦✉t str❛✐♥ ❤❛r❞❡♥✐♥❣✱ ❣✐✈❡♥ ❜② σ0 = A ˙¯εm✳ ❆s ❛❧r❡❛❞② ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t✱ t❤✐s
❧❛✇ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❍❛♥s❡❧✲❙♣✐tt❡❧ ❧❛✇ ❜② s❡tt✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs n = m4 = ε0 =
0✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❞✉❡ t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ r✐❣✐❞ ♣❡r❢❡❝t❧② ♣❧❛st✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦✉r
✭n = 0✮✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ n = 0.01 ✇❛s ✉s❡❞ ✐♥st❡❛❞✳
❙❡✈❡r❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ m ✇❡r❡ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ❬✵✳✵✶✱ ✶❪ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡
❡✈♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✻✳ ❚❤❡ ❝✉r✈❡s s❤♦✇ ✈❡r② ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ✈❛❧✉❡s
♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❩❤❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❪✳
❚❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ m ✐s t❤✉s ✈❡r✐✜❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ✐s r❛t❤❡r
s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♦♥ t❤❡ t❡st❡❞ r❛♥❣❡m = ❬✵✳✵✶✱ ✶❪✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✈❛❧✉❡s ♦❢ str❛✐♥✲r❛t❡ s❡♥s✐t✐✈✐t✐❡s
❢♦r ❤♦t ♠❡t❛❧s r❛r❡❧② ❡①❝❡❡❞s t❤❡ ✈❛❧✉❡ m ❂ ✵✳✷✺✳ ❖✈❡r t❤❡ r❛♥❣❡ m ❂ ❬✵✳✵✶✱ ✵✳✷❪✱ t❤❡
✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ m ♦♥ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♠♦❞❡r❛t❡✳
✶✷✷
✹✳✸ P❛r❛♠❡tr✐❝ s❡♥s✐t✐✈✐t② st✉❞②
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✭❞✮ ❱♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✱ ❢♦r n = 0.1
❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✿ ❊✛❡❝t ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧ ❝♦♥s✐st❡♥❝② A ♦♥ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✱ ✉♥❞❡r ˙¯ε = 1s−1 ❛♥❞
TX = −1/3✱ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s A = {1, 2, 10, 100} ▼P❛✱ ✉s✐♥❣ n = 1 ✐♥ ✭❛✱❜✮
❛♥❞ ✉s✐♥❣ n = 0.1 ✐♥ ✭❝✱❞✮✳
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✭❛✮ ❱♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥
❋✐❣✉r❡ ✹✳✻✿ ❊✛❡❝t ♦❢ str❛✐♥✲r❛t❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② m ♦♥ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✱ ✉s✐♥❣ n = 0.01
✉♥❞❡r ˙¯ε = 1s−1 ❛♥❞ TX = −1/3✳
✶✷✸
❈❤❛♣t❡r ✹ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧
P✉r❡ ❡✛❡❝t ♦❢ n
❚❤❡ ♣✉r❡ ❡✛❡❝t ♦❢ str❛✐♥ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ n ✐s ♥♦✇ st✉❞✐❡❞✳ ❚❤❡ r❛♥❣❡ n ❂ ❬✵✳✵✶✱ ✶❪ ✇❛s ✐♥✐t✐❛❧❧②
❞❡✜♥❡❞ t♦ ❝♦✈❡r ❛ ❧❛r❣❡ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉rs✳
❨❡t✱ ❤♦t ♠❡t❛❧s ♦❢t❡♥ ❡①❤✐❜✐t s♦❢t❡♥✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦✉rs✳ ❙♦❢t❡♥✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥
t❤❡ ❍❛♥s❡❧✲❙♣✐tt❡❧ ❧❛✇ ✉s✐♥❣ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ n✳ ❆♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝❛s❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✈❛❧✉❡s
(n,m4) = (−0.1,−0.001) ✇❛s t❤✉s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② r❡♣r❡s❡♥t ❛ ♠❛t❡r✐❛❧
✇✐t❤ s♦❢t❡♥✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ t❤❛t s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡✱ ❛ ♥♦♥✲③❡r♦ ✈❛❧✉❡ ♦❢ m4 ✇❛s ✉s❡❞
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ σ0 ❛t ε¯ = 0✳ ✭■t ✇❛s ✈❡r✐✜❡❞ t❤❛t
t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲③❡r♦ ✈❛❧✉❡ ♦❢ m4 ❤❛s ♥♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧
❜❡❤❛✈✐♦✉r✳✮ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤✐s s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♠❛② ♥♦t ♣❤②s✐❝❛❧❧② r❡♣r❡s❡♥t ❛ t②♣✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉r
✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✹✳✽✮✱ ✐t ✐s ❛ s✐♠♣❧❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❡①❛♠♣❧❡ ❡①❤✐❜✐t✐♥❣ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ str❡ss✕
str❛✐♥ ❝✉r✈❡ ❛♥❞ ✐s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ❝❛s❡s✳
❚❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s ♣❛r❛❣r❛♣❤✱ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ str❛✐♥✲r❛t❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ✐s ✐❣♥♦r❡❞ ❜② s❡tt✐♥❣ t❤❡
✈❛❧✉❡ m = 0✳ ❚❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❧❛✇ ✐s t❤✉s r❡❞✉❝❡❞ t♦ σ0 = ε¯n✳
❚❤❡ str❡ss✲str❛✐♥ ❝✉r✈❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✼❛ ❛♥❞ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❧❛r❣❡ ✈❛r✐❡t② ♦❢
♠❛t❡r✐❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉rs t❤❛t ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞
✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✼❜✳
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✭❜✮ ❱♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥
❋✐❣✉r❡ ✹✳✼✿ ❊✛❡❝t ♦❢ str❛✐♥ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ s♣❤❡r✐❝❛❧ ✈♦✐❞✱ ✉s✐♥❣ str❛✐♥✲
r❛t❡ s❡♥s✐t✐✈✐t✐❡s m = 0 ✉♥❞❡r ˙¯ε = 1s−1 ❛♥❞ TX = −1/3 ✭∗❋♦r ♥❡❣❛t✐✈❡ str❛✐♥
❤❛r❞❡♥✐♥❣ ✈❛❧✉❡s✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ m4 = −0.001✮✳
❚❤❡ ❝✉r✈❡s ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t str❛✐♥ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ❤❛s ❛ ♥♦♥✲♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❡✛❡❝t ♦♥ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡
❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ t❡st❡❞ r❛♥❣❡ n = [−0.1, 1]✳ ❱♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡s ✇❡r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t ε¯ = 0.4 ❢♦r
t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝❛s❡s n = −0.1 ❛♥❞ n = 1✳ ❚❤❡② ❡①❤✐❜✐t ❛ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ ❛❜♦✉t ✹✵✪ ♦♥ ✈♦✐❞
❝❧♦s✉r❡✳ ❚❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ t❡♥❞s t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ ❛t t❤❡ ✜♥❛❧ st❛❣❡s✱ ❛s t❤❡ s❧♦♣❡ ❞r♦♣s ❞✉❡ t♦
✐♥t❡r♥❛❧ ❝♦♥t❛❝t✳
❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧ ❝♦♥t❛❝t ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✽✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❧✐♥❡❛r ♠❛t❡r✐❛❧
n = 1✱ t❤❡ s❤❛♣❡ r❡♠❛✐♥s ❡❧❧✐♣s♦✐❞❛❧ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❲❤❡♥ r❡❞✉❝✐♥❣ str❛✐♥
❤❛r❞❡♥✐♥❣ n✱ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ✐s ❝❤❛♥❣❡❞ ❛♥❞ ❝♦♥t❛❝t ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥t❡r♥❛❧ s✉r❢❛❝❡s ❛♣♣❡❛rs ❡❛r❧✐❡r✳
❚❤✐s ❡✛❡❝t ✐♥❞✉❝❡s ❛ ❢❛st❡r ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣✱ ❛♥❞✱ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ r❡❞✉❝❡s t❤❡
✜♥❛❧ s❧♦♣❡ t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❝❧♦s✉r❡✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ♥♦t❡✇♦rt❤② t❤❛t t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦r ❝♦♠♣❧❡t❡ ❝❧♦s✉r❡ ✐s ❝♦♠✲
♣❛r❛❜❧❡ ❢♦r ❛❧❧ ❝❛s❡s✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ str❛✐♥ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ❢♦r ❤♦t ♠❡t❛❧ r❛r❡❧② ❡①❝❡❡❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡
n = 0.2✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ r❡❞✉❝❡s t♦ ❛❜♦✉t ✶✺✪ ♦✈❡r t❤❡ r❛♥❣❡ n = [−0.1, 0.2]✳
✶✷✹
✹✳✸ P❛r❛♠❡tr✐❝ s❡♥s✐t✐✈✐t② st✉❞②
✭❛✮ n = 1 ✭❜✮ n = 0.1
✭❝✮ n = 0.01 ✭❞✮ n = −0.1
❋✐❣✉r❡ ✹✳✽✿ ❈✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡ ✐❧❧✉str❛t✐♥❣ t❤❡ ✈♦♥ ▼✐s❡s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t str❡ss ✜❡❧❞✱ ❢♦r ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧❧②
s♣❤❡r✐❝❛❧ ✈♦✐❞ ❛t ε¯ = 0.4✱ ✉♥❞❡r ˙¯ε = 1s−1✱ TX = −1/3 ❛♥❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s
♦❢ str❛✐♥ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥t n✳
❲❤❡♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤✐s ❡✛❡❝t t♦ t❤❡ ♦♥❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❧❛t❡r r❡❣❛r❞✐♥❣ ✈♦✐❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ♦r
str❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t② r❛t✐♦✱ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ str❛✐♥ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r
✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ r❛♥❣❡ n = [0.01, 0.2]✳
❚❤❡ r❡s✉❧t r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡ n = −0.1 ❛❧s♦ s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ t❡♥❞❡♥❝②
t❤❛t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ n s❡❡♠s ❝♦❤❡r❡♥t ♦✈❡r ♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡
❝✉r✈❡ ✉s✐♥❣ n = −0.1 s❤♦✇s ❛ r❡❧❛t✐✈❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❛r♦✉♥❞ ✺✪ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❛s❡ n = 0.01✱ ❛♥❞
t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦r ❝♦♠♣❧❡t❡ ❝❧♦s✉r❡ r❡♠❛✐♥s s✐♠✐❧❛r✳
❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❜② ▲❡❡ ❛♥❞ ▼❡❛r ❬✶✾✾✷❪✱ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ str❛✐♥ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢
str❛✐♥✲r❛t❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❛r❡ ❞r✐✈❡♥ ❜② t❤❡ s❛♠❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ n ❝❛♥
t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ m ❛♥❞ ✈✐❝❡✲✈❡rs❛✳
❈♦♠❜✐♥❡❞ ❡✛❡❝ts ♦❢ n ❛♥❞ m
❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✇❛s ❢✉rt❤❡r ❝♦♥❞✉❝t❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧s t❤❛t ♣r❡s❡♥t ❜♦t❤ str❛✐♥ ❤❛r❞✲
❡♥✐♥❣ ❛♥❞ str❛✐♥✲r❛t❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ✭n 6= 0 ❛♥❞ m 6= 0✮✳ ▲❡t ✉s ♥♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡
s✉♠ n+m✳ ❚❤r❡❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ s✉♠ ✇❡r❡ ❝❤♦s❡♥✿ n+m = 1✱ n+m = 0.5 ❛♥❞ n+m ≈ 0✳
❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✾✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ✈❛❧✉❡ ♦❢ n +m✱ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t
✶✷✺
❈❤❛♣t❡r ✹ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧
❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ✉s❡❞ ❛♥❞ ❛r❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❧♦t✳
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0.5
σ0 =ε¯
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✭❛✮ ❙tr❡ss ✈s✳ str❛✐♥ ❝✉r✈❡s
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✭❜✮ ❱♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥
❋✐❣✉r❡ ✹✳✾✿ ❊✛❡❝t ♦❢ t❤❡ s✉♠ m+ n✱ ✉♥❞❡r ˙¯ε = 1s−1 ❛♥❞ TX = −1/3 ✭∗❋♦r ♥❡❣❛t✐✈❡ str❛✐♥
❤❛r❞❡♥✐♥❣ ✈❛❧✉❡s✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ m4 = −0.001✮✳
❚❤❡ s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞ ❝✉r✈❡s s✉❣❣❡st t❤❛t t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ n ❛♥❞ m ❛r❡ ✐♥ ❢❛❝t ❛❞❞✐t✐✈❡✳ ❋♦r
❡❛❝❤ ✈❛❧✉❡ ♦❢ n+m✱ ❜♦t❤ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ str❡ss✲str❛✐♥
❝✉r✈❡s ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❞✐✛❡r❡♥t✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ str❛✐♥ ❤❛r❞❡♥✐♥❣
✐s ✈✐s✐❜❧❡ ♦♥ t❤❡ str❡ss✲str❛✐♥ ❝✉r✈❡✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ str❛✐♥✲r❛t❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ✐s ♥♦t ✈✐s✐❜❧❡
❛s ❛❧❧ ❝✉r✈❡s ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ❢♦r ❛ ❝♦♠♠♦♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ str❛✐♥✲r❛t❡ ˙¯ε = 1s−1✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✈♦✐❞
✈♦❧✉♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ (n,m) = (0.01, 0) t❤❛t ✇❛s ✉s❡❞ ✐♥ ✜rst ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r ❛
q✉❛s✐✲♣❡r❢❡❝t❧② ♣❧❛st✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧✱ ✐s ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ (n,m) = (−0.1, 0.1)✱
❛s t❤❡ s✉♠ m + n ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦✳ ❚❤✐s r❡♠❛r❦ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢
t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛❞❞✐t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝ts✱ ❡✈❡♥ ❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞s ♦❢ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ t❡st❡❞ ✈❛❧✉❡s✳
❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ n + m ♠✐❣❤t t❤✉s ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ s✐♥❣❧❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r r❡❣❛r❞✐♥❣ ✐ts
✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡✳
✶✷✻
✹✳✸ P❛r❛♠❡tr✐❝ s❡♥s✐t✐✈✐t② st✉❞②
✹✳✸✳✷ ❙❡♥s✐t✐✈✐t② t♦ ✈♦✐❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣②
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❍❛♥s❡❧✲❙♣✐tt❡❧ ❧❛✇ ✭❊q✳ ✹✳✶✮ ✐s ✉s❡❞ ✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥ts t❤❛t ❛r❡ t②♣✐❝❛❧ ❢♦r
t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ ❤♦t st❡❡❧✿
• A = 31.23 ▼P❛ ✐s t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❛t t❤❡ ❣✐✈❡♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱
• m = 0.153 t❤❡ str❛✐♥✲r❛t❡ s❡♥s✐t✐✈✐t②✱
• n = −0.135,m4 = −0.055 t❤❡ str❛✐♥ ❤❛r❞❡♥✐♥❣✴s♦❢t❡♥✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ ❛♥❞
• ε0 = 0.025 ❛ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ t❡r♠ t❤❛t ❡♥❛❜❧❡s ✐♥✐t✐❛❧ r✐❣✐❞✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳
❚❤❡ str❡ss✕str❛✐♥ ❝✉r✈❡ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✶✵✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵✿ ❙tr❡ss✲str❛✐♥ ❝✉r✈❡ ♦❢ t❤❡ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✭❊q✳ ✹✳✶✮✳
❙❡♥s✐t✐✈✐t② t♦ ✈♦✐❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥
▲❡t ✉s ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❜❛s✐s ( ★✔ex, ★✔ey, ★✔ez)✳ ❚❤❡ t❤r❡❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✈❡❝t♦rs ♦❢ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥
( ★✔e1,
★✔e2,
★✔e3) ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❞✐❛❣♦♥❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ str❛✐♥✲r❛t❡ t❡♥s♦r✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ t❤r❡❡
♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✈❡❝t♦rs ❢♦r t❤❡ ✈♦✐❞ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❞✐❛❣♦♥❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❡rt✐❛ ♠❛tr✐①✱
❛♥❞ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✈❡❝t♦rs ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ( ★✥✔u1, ★✥✔u2, ★✥✔u3)✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✶✶ ❢♦r t❤❡
♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ( ★✔e1, ★✔e2, ★✔e3) = (− ★✔ez, ★✔ey, ★✔ex)✳
~e1
~e2~e3
~ez
~ey~ex
~u1
~u2~u3
r1
r2r3
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶✿ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ✈♦✐❞✬s ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❛①❡s ( ~u1, ~u2, ~u3)✳
❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✭t❤❛t ✇❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷✮✱ ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡
✐s st✉❞✐❡❞ ❛t t❤❡ ❘❱❊✲s❝❛❧❡✳ ▲❡t ✉s r❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ st❛t❡ ❛t t❤❡ ❘❱❊✲s❝❛❧❡ ✐s
✐♠♣♦s❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ✈❡rt✐❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐t②
★✥✔
Vz ❛♥❞ ❧❛t❡r❛❧ str❡ss❡s σxx ❛♥❞ σyy✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡
♠❛✐♥ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ r❡♠❛✐♥s ❝♦♥st❛♥t ❞✉r✐♥❣ ❛❧❧ ❘❱❊ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ★✔e1 = − ★✔ez✱
❛s ✐t ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✶✶✳ ❱❡rt✐❝❛❧ ❛①✐s②♠♠❡tr② ✐s ❛❧s♦ ❛ss✉♠❡❞ ❜② t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢
σxx = σyy ✭❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷✮✳ ❚❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❧❛t❡r ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺✳
❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧ts ❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❜② r♦t❛t✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ z✲❛①✐s✱ ✐✳❡✳ ❛r♦✉♥❞ ★✔e1✳
✶✷✼
❈❤❛♣t❡r ✹ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧
❨❡t✱ ✐♥ r❡❛❧ ♣r♦❝❡ss ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♠❛② ✈❛r② ❞✉r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✱
❛♥❞ t❤❡ ✜♥❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ♠✉st ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤✐s ❡✛❡❝t✳ ■t ✐s t❤✉s
❝❤♦s❡♥ t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✈♦✐❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♠❛✐♥ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥
★✔e1✱ ✉s✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs (p1, p2, p3) s✉❝❤ ❛s✿
p1 = ( ~u1. ~e1)
2,
p2 = ( ~u2. ~e1)
2,
p3 = ( ~u3. ~e1)
2,
✭✹✳✷✮
❚❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✈❡r✐✜❡s p1 + p2 + p3 = 1✳
❲❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✜♥❛❧ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✱ ✐t ✇✐❧❧ t❤✉s ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✭❛t ❡❛❝❤
✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t✮ t♦ ✉♣❞❛t❡ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝✉rr❡♥t ❞❡✲
❢♦r♠❛t✐♦♥ st❛t❡✳
■♥ ❋✐❣✳ ✹✳✶✶✱ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ (1, 0, 0) ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧
❞✐r❡❝t✐♦♥ ~u1 ♦❢ t❤❡ ❡❧❧✐♣s♦✐❞ ✐s ❝♦❧✐♥❡❛r ✇✐t❤ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ~e1✳
❖r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❝❛s❡s ❙❡✈❡r❛❧ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ st✉❞② t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢
♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦♥ ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡✳ ❆ ❣✐✈❡♥ ❡❧❧✐♣s♦✐❞ ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s r2/r1 = 2 ❛♥❞ r3/r1 = 1.5 ✇❛s
✉s❡❞✳ ❚❤❡ ❝❛s❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✶✷ ❛♥❞ ✹✳✶✸ ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② r♦t❛t✐♥❣ t❤❡ ✈♦✐❞ ❛r♦✉♥❞
t❤❡ ~ey ❛①✐s ❛♥❞ t❤❡ ~ex ❛①✐s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❆♥❣❧❡ ✭❞❡❣r❡❡s✮ ✵ ✸✵ ✹✺ ✻✵ ✾✵
~ez
~ey~ex
P❛r❛♠❡t❡rs (p1, p2, p3) ✭✶✱ ✵✱ ✵✮ ✭✵✳✼✺✱ ✵✱ ✵✳✷✺✮ ✭✵✳✺✱ ✵✱ ✵✳✺✮ ✭✵✳✷✺✱ ✵✱ ✵✳✼✺✮ ✭✵✱ ✵✱ ✶✮
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✷✿ ❱❛r✐♦✉s ❡❧❧✐♣s♦✐❞s✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② r♦t❛t✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ ~ey✳
❆♥❣❧❡ ✭❞❡❣r❡❡s✮ ✵ ✸✵ ✹✺ ✻✵ ✾✵
~ez
~ey~ex
P❛r❛♠❡t❡rs (p1, p2, p3) ✭✶✱ ✵✱ ✵✮ ✭✵✳✼✺✱ ✵✳✷✺✱ ✵✮ ✭✵✳✺✱ ✵✳✺✱ ✵✮ ✭✵✳✷✺✱ ✵✳✼✺✱ ✵✮ ✭✵✱ ✶✱ ✵✮
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✸✿ ❱❛r✐♦✉s ❡❧❧✐♣s♦✐❞s✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② r♦t❛t✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ ~ex✳
✶✷✽
✹✳✸ P❛r❛♠❡tr✐❝ s❡♥s✐t✐✈✐t② st✉❞②
❱♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥s ❚❤❡ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ❡❛❝❤ s❡r✐❡s ♦❢ ❝❛s❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞
✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✶✹✳ ❚❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ ✈❛❧✉❡s (p1, p2)✱ ❛s p3 ❝❛♥ ❜❡
❞❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ p3 = 1 − p1 − p2✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❝✉r✈❡s✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❤❛s ❛
s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤r❡❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡s ❝❛♥ ❜❡ ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t✿
t❤❡ ❝❛s❡ (p1, p2) = (1, 0)✱ t❤❡ ❝❛s❡ (p1, p2) = (0, 1) ❛♥❞ t❤❡ ❝❛s❡ (p1, p2) = (0, 0)✳ ❊❛❝❤ ❝❛s❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❛❧♦♥❣ ~u1✱ ~u2 ❛♥❞ ~u3✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ❝✉r✈❡s ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t
❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❛❧♦♥❣ ~u1 ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡ ❢❛st❡st ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡✱ ❛s t❤❡ ✈♦✐❞ ✐s ❝♦♠♣r❡ss❡❞ ❛❧♦♥❣ ✐ts
s♠❛❧❧❡st ❞✐♠❡♥s✐♦♥ r1✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❛❧♦♥❣ ~u3 ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡ s❧♦✇❡st ✈♦✐❞
❝❧♦s✉r❡✱ ❛s ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ✐s ♠❛❞❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✈♦✐❞✬s ❧♦♥❣❡st ❞✐♠❡♥s✐♦♥ r3✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ ❝❛s❡s ❝❛♥
❜❡ s❡❡♥ ❛s ✉♣♣❡r ❛♥❞ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s ❢♦r t❤✐s ❡❧❧✐♣s♦✐❞✳ ❱♦✐❞ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✉♥❞❡r ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥
❛❧♦♥❣ ~u2 ✐s ♥❛t✉r❛❧❧② ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❢♦r ❛♥② ♦t❤❡r ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
ε¯
0.0
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0
V
/V
0
(p1 ,p2 ) =(1.0,0.0)
(p1 ,p2 ) =(0.93,0.0)
(p1 ,p2 ) =(0.75,0.0)
(p1 ,p2 ) =(0.5,0.0)
(p1 ,p2 ) =(0.25,0.0)
(p1 ,p2 ) =(0.07,0.0)
(p1 ,p2 ) =(0.0,0.0)
✭❛✮ ❘♦t❛t✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ ~ey ✭p2 = 0✮
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
ε¯
0.0
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0
V
/V
0
(p1 ,p2 ) =(1.0,0.0)
(p1 ,p2 ) =(0.93,0.07)
(p1 ,p2 ) =(0.75,0.25)
(p1 ,p2 ) =(0.5,0.5)
(p1 ,p2 ) =(0.25,0.75)
(p1 ,p2 ) =(0.07,0.93)
(p1 ,p2 ) =(0.0,1.0)
✭❜✮ ❘♦t❛t✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ ~ex ✭p3 = 0✮
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✹✿ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳
✶✷✾
❈❤❛♣t❡r ✹ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧
❙❡♥s✐t✐✈✐t② t♦ ✈♦✐❞✬s ❛s♣❡❝t r❛t✐♦s
❚❤❡ ✉♣♣❡r ❛♥❞ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s ♦❜t❛✐♥❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✉s✐♥❣ ❛ ❣✐✈❡♥ ❡❧❧✐♣s♦✐❞ ❡✈✐❞❡♥t❧② ❞❡♣❡♥❞s
♦♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❣❡♦♠❡tr②✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❣❡♦♠❡tr② ♦♥ t❤❡s❡ ❜♦✉♥❞s✱
s❡✈❡r❛❧ ❡❧❧✐♣s♦✐❞s ✇❡r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✈❛r✐♦✉s ❛s♣❡❝t r❛t✐♦s✳ ❚❤❡ ❛s♣❡❝t r❛t✐♦s ❛r❡
❞❡✜♥❡❞ ❜②
(
r3
r1
, r2r1
)
✳
❊❧❧✐♣s♦✐❞s ❝❛s❡s ✉s✐♥❣ ✈❛r✐♦✉s ❛s♣❡❝t r❛t✐♦s ❱❛r✐♦✉s ❛s♣❡❝t r❛t✐♦s ✇❡r❡ ✉s❡❞ ❛♥❞ ❛r❡
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✶✺ ✭✉s✐♥❣ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ (p1, p2) = (1, 0)✮✳ ❊❧❧✐♣s♦✐❞s ❆ ❛♥❞ ❇ ❛r❡
♣r♦❧❛t❡✱ ❛s r1 = r2 < r3✳ ❊❧❧✐♣s♦✐❞s ❈ ❛♥❞ ❉ ❛r❡ ♦❜❧❛t❡✱ ❛s r1 < r2 = r3✳ ❊❧❧✐♣s♦✐❞s ❊
❛♥❞ ❋ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ s✉❝❤ ❛s r1 < r2 < r3✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❡❧❧✐♣s♦✐❞✱ t❤❡ ❘❱❊ ✇❛s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛♥❞
✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇❡r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥s
❛❧♦♥❣ t❤❡ t❤r❡❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♦❢ ❡❛❝❤ ❡❧❧✐♣s♦✐❞✳
❙♣❤❡r❡ ❊❧❧✲❆ ❊❧❧✲❇ ❊❧❧✲❈ ❊❧❧✲❉ ❊❧❧✲❊ ❊❧❧✲❋~ez
~ey~ex (
r3
r1
, r2r1
)
❂✭✶✱✶✮ ✭✷✱✶✮ ✭✹✱✶✮ ✭✷✱✷✮ ✭✸✱✸✮ ✭✷✱ ✶✳✺✮ ✭✹✱✸✮
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✺✿ ❱❛r✐♦✉s ❡❧❧✐♣s♦✐❞s ✇✐t❤ ❣✐✈❡♥ ❛s♣❡❝t r❛t✐♦
(
r3
r1
, r2r1
)
✱ ❢♦r (p1, p2) = (1, 0)✳
❱♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥s ❚❤❡ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✶✻✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡
♦❢ ❡❧❧✐♣s♦✐❞s ❆✱ ❇✱ ❈ ❛♥❞ ❉✱ t✇♦ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ❝✉r✈❡s ❛r❡ s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡
♣❛rt✐❝✉❧❛r s②♠♠❡tr② ♦❢ s✉❝❤ ❣❡♦♠❡tr✐❡s✳ ❋♦r t❤❡ ♣r♦❧❛t❡ ❡❧❧✐♣s♦✐❞ ❆✱ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉rs
❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ~u1 ❛♥❞ ~u2 ❛①❡s✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r t❤❡
♣r♦❧❛t❡ ❡❧❧✐♣s♦✐❞ ❇ ❛s ✇❡❧❧✳ ❋♦r t❤❡ ♦❜❧❛t❡ ❡❧❧✐♣s♦✐❞s ❈✱ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉rs ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
❢♦r ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ~u2 ❛♥❞ ~u3 ❛①❡s✳ ■t ✐s ❛❧s♦ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r t❤❡ ♦❜❧❛t❡ ❡❧❧✐♣s♦✐❞ ❉✳
❋♦r ❡❧❧✐♣s♦✐❞s ❊ ❛♥❞ ❋✱ t❤❡ ❝❧♦s✉r❡ r❛t❡s ❛❧♦♥❣ ♦♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr②✳
❇② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ♣❛✐rs ♦❢ ❡❧❧✐♣s♦✐❞s ✭❆✱ ❇✮✱ ✭❈✱ ❉✮ ❛♥❞ ✭❊✱ ❋✮✱ ✐t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t ❧❛r❣❡r
❛s♣❡❝ts r❛t✐♦s t❡♥❞ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❝❧♦s✉r❡ r❛t❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠✐♥♦r
❛①✐s ❛♥❞ t❤❡ ♠❛❥♦r ❛①✐s✳
❇② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ tr✐♣❧❡t ♦❢ ❡❧❧✐♣s♦✐❞s ✭❆✱ ❈✱ ❊✮ ✐♥ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ (1, 0)✱ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❧♦s✉r❡
r❛t❡s ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡✐r ✜rst ❛s♣❡❝t r❛t✐♦ ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ r3r1 = 2✳ ❚❤✐s r❡♠❛r❦
s❤♦✇s t❤❛t ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡ ♥♦t ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ♦♥❡ ❛s♣❡❝t r❛t✐♦ ❜✉t ❛❧s♦ ♦♥ t❤❡ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
♠♦r♣❤♦❧♦❣②✳
✶✸✵
✹✳✸ P❛r❛♠❡tr✐❝ s❡♥s✐t✐✈✐t② st✉❞②
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
ε¯
0.0
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0
V
/V
0
(p1 ,p2 ) =(1.0,0.0)
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✭❛✮ ❊❧❧✐♣s♦✐❞ ❆
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(p1 ,p2 ) =(0.0,0.0)
✭❜✮ ❊❧❧✐♣s♦✐❞ ❇
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✭❝✮ ❊❧❧✐♣s♦✐❞ ❈
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(p1 ,p2 ) =(0.0,0.0)
✭❞✮ ❊❧❧✐♣s♦✐❞ ❉
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✭❡✮ ❊❧❧✐♣s♦✐❞ ❊
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✭❢✮ ❊❧❧✐♣s♦✐❞ ❋
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✻✿ ❱♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ✐♥✐t✐❛❧ ❣❡♦♠❡tr✐❡s✱ ❛♥❞ ❢♦r t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t
♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s✳
✶✸✶
❈❤❛♣t❡r ✹ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧
❋✐♥❛❧ st❛❣❡s ♦❢ ❝❧♦s✉r❡ ❲❤❡♥ ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤❡ ❝✉r✈❡s ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✶✹✱ ✹✳✶✻ ❛♥❞ ✹✳✶✽✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡
♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❡①❤✐❜✐ts ❛ s❧✐❣❤t ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ s❧♦♣❡ ❛t ✜♥❛❧ st❛❣❡s✳ ❚❤✐s
♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✇❛s ❛❧r❡❛❞② ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✱ ❛♥❞ ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦♥t❛❝t
❜❡t✇❡❡♥ ✐♥t❡r♥❛❧ ✈♦✐❞ s✉r❢❛❝❡s ❛t t❤❡ ✜♥❛❧ st❛❣❡ ♦❢ ❝❧♦s✉r❡✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✶✼✳ ❚❤✐s
♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✇❛s ❛❧s♦ ♦❜s❡r✈❡❞ ❜② ❩❤❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❪ ❢♦r s♣❤❡r✐❝❛❧ ✈♦✐❞s✳
ε¯ = 0 ε¯ = 0.1 ε¯ = 0.2 ε¯ = 0.3 ε¯ = 0.35
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✼✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈♦✐❞ ❊❧❧✲❊ ❞✉r✐♥❣ ❝❧♦s✉r❡ ❢♦r t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ (p1, p2) = (1, 0)
✉♥❞❡r TX = −1/3✳ ❚❤❡ ❜❧✉❡ ❝♦❧♦r s❤♦✇s t❤❡ ❝♦♥t❛❝t ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥t❡r♥❛❧ s✉r❢❛❝❡s✳
✹✳✸✳✸ ❙❡♥s✐t✐✈✐t② t♦ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ st❛t❡
■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ str❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t② r❛t✐♦ ♦♥ t❤❡ ❝❧♦s✉r❡ ♦❢ ❊❧❧✐♣s♦✐❞ ❊
❆s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✱ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♠♣♦s❡ ❛ ❝♦♥st❛♥t
str❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t② r❛t✐♦✳ ❱♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡ ✇❛s st✉❞✐❡❞ ✉♥❞❡r ✈❛r✐♦✉s str❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t② r❛t✐♦s ❛♥❞
t❤❡ ❝✉r✈❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✶✽✳
❚❤❡ ❝✉r✈❡s ❝♦♥✜r♠ t❤❛t ❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ str❡ss st❛t❡s ❤❛✈❡ ❛ ❢❛✈♦r❛❜❧❡ ❡✛❡❝t ♦♥ ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡✳
❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s ✐♥ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✶ r❡❣❛r❞✐♥❣
t❤❡ ❜✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❝ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt✳ ❚❤❡ st✉❞✐❡s ✉s✐♥❣ ❛ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦♥❝❧✉❞❡❞
t❤❛t ♣r♦❝❡ss ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭❡✳❣✳ ❞✐❡ s❤❛♣❡s✱ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥ts✱ ❢r✐❝t✐♦♥✮ ♠✉st ❜❡ ❝❤♦s❡♥
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥❞✉❝❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ st❛t❡s ✐♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s✱ ❛s ✇❡❧❧
❛s ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❛♥❞ s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✶✱ s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧②
✐♥❝❧✉❞❡ ❛ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ t♦ str❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t② r❛t✐♦✳ ■t ✐s t❤✉s ✈❡r✐✜❡❞ ❤❡r❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢
TX ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦✳
✶✸✷
✹✳✸ P❛r❛♠❡tr✐❝ s❡♥s✐t✐✈✐t② st✉❞②
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✭❜✮ TX = −0.1
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✭❝✮ TX = −1/3
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✭❡✮ TX = −0.6
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✭❢✮ TX = −1.0
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✽✿ ❱♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ❊❧❧✲❊✱ ✉♥❞❡r ✈❛r✐♦✉s ✈❛❧✉❡s ♦❢ str❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t②
r❛t✐♦s✳
✶✸✸
❈❤❛♣t❡r ✹ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧
■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ r❡♠♦t❡ str❛✐♥✲r❛t❡ ❛♥❞ str❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t② r❛t✐♦ ♦♥ ❛ r❡❛❧ ✈♦✐❞
❚❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ r❡♠♦t❡ str❛✐♥✲r❛t❡ ❞❡❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❛t ✐s ✈❡r✲
t✐❝❛❧❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ ❘❱❊✱ ❛s ✐t ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✷✳ ❚❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ r❡♠♦t❡
str❛✐♥✲r❛t❡ ✇❛s t❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ r❡❛❧ ✈♦✐❞ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ❳✲r❛② ♠✐❝r♦t♦♠♦❣r❛♣❤② ✭❞❡✲
✜♥❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷✮✳ ▼♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t t❤✐s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❙❛❜② ❡t ❛❧✳
❬✷✵✶✸❜❪✳
❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❛s❡s ❚❤❡ ❘❱❊ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ r❡❛❧ ✈♦✐❞ ❆ ✭♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❳✲r❛②
♠✐❝r♦t♦♠♦❣r❛♣❤② ❢r♦♠ t❤❡ st❡❡❧ s❛♠♣❧❡ ❏❉✷✵✱ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✳✶✮ ✇❛s
✉s❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛ s❡♥s✐t✐✈✐t② st✉❞② t♦ ❜♦t❤ str❛✐♥✲r❛t❡ ❛♥❞ str❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t② r❛t✐♦✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱
❛ ❝♦♥st❛♥t str❛✐♥✲r❛t❡ ✇❛s ❛♣♣❧✐❡❞ ❛♥❞ t❤❡ str❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t② r❛t✐♦ ✇❛s ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❞✉r✐♥❣
❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❉✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ str❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t② r❛t✐♦s ♦✈❡r t❤❡ r❛♥❣❡ ❬✲✵✳✽✷✱ ✲✵✳✶✺❪ ❛♥❞
✈❛r✐♦✉s ✈❛❧✉❡s ♦❢ str❛✐♥✲r❛t❡ ♦✈❡r t❤❡ r❛♥❣❡ ❬✵✳✵✵✶✱ ✶✵✵❪ s−1 ✇❡r❡ ✉s❡❞✳
❱♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥s ❱♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✶✾ ❢♦r t❤r❡❡ ✈❛❧✉❡s
♦❢ TX ❛♥❞ t❤r❡❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ˙¯ε✳ ❚❤❡ ❝✉r✈❡s ❝♦♥✜r♠s t❤❡ str♦♥❣ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ str❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t②
r❛t✐♦ ♦♥ ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s ✈❡r✐✜❡❞ ❢♦r ❛❧❧ t❡st❡❞ str❛✐♥ r❛t❡s✳
❋♦r ❡❛❝❤ ✈❛❧✉❡ ♦❢ str❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t② r❛t✐♦✱ t❤❡ q✉❛s✐✲♣❡r❢❡❝t s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡s ❛t
✈❛r✐♦✉s str❛✐♥✲r❛t❡s ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t str❛✐♥✲r❛t❡ ❤❛s ♥♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡✳
▲♦❝❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ st❛t❡ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ✈♦✐❞ ❚♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤✐s r❡s✉❧t✱ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t
str❡ss ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ✈♦✐❞s ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✷✵ ❢♦r s❡✈❡r❛❧ t❡st❡❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ str❛✐♥✲r❛t❡✳ ❉✉❡
t♦ t❤❡ str❛✐♥✲r❛t❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✭m❂✵✳✶✺✸ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝❛s❡✮✱ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ✢♦✇
str❡ss ✈❛r✐❡s ❢r♦♠ ❛❜♦✉t ✷✹ ▼P❛ t♦ ✶✹✵ ▼P❛ ♦✈❡r t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ t❡st❡❞ str❛✐♥✲r❛t❡s✳ ❚❤❡s❡
✈❛❧✉❡s ✇❡r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t ❛ ♣♦s✐t✐♦♥ t❤❛t ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❢❛r ❢r♦♠ t❤❡ ✈♦✐❞ t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
❛s ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s✳ ❚❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✷✵✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❛s❡✱ ❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠✲
r✐❣❤t ❝♦r♥❡r✳ ❚❤✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ✈❛❧✉❡ ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ r❡♠♦t❡ ✈❛❧✉❡✱ ❛s ✐t ✐s ♥♦t
❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ✜❡❧❞ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ✈♦✐❞✳
❋✐❣✳ ✹✳✷✵ ❛❧s♦ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ✈♦✐❞ ❛t ε¯ = 0.24✳ ❋♦r t❤❡ ❢♦✉r ♣r❡s❡♥t❡❞ ❝❛s❡s✱
t❤❡ s❤❛♣❡ ✐s ✐❞❡♥t✐❝❛❧✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s ❝♦❤❡r❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❛s❡s✳
✶✸✹
✹✳✸ P❛r❛♠❡tr✐❝ s❡♥s✐t✐✈✐t② st✉❞②
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✾✿ ❱♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✈♦✐❞ ❆ ✉♥❞❡r ✜✈❡ ❝♦♥st❛♥t str❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t② r❛t✐♦s✱
❛♥❞ ❢♦r s✐① ✈❛❧✉❡s ♦❢ str❛✐♥✲r❛t❡✳
˙¯ε❂✶✵✵ s−1 ˙¯ε❂✶✵ s−1
˙¯ε❂✵✳✶ s−1 ˙¯ε❂✵✳✵✵✶ s−1
❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✵✿ ❱♦♥ ▼✐s❡s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t str❡ss ❛r♦✉♥❞ ✈♦✐❞ ❆ ❛t ε¯ = 0.24 ✉♥❞❡r TX = −0.41✱ ❢♦r
✈❛r✐♦✉s str❛✐♥✲r❛t❡ ✈❛❧✉❡s✳
✶✸✺
❈❤❛♣t❡r ✹ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧
✹✳✹ Pr❡❞✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡
❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ st❡♣s ❢♦r t❤❡ ♥❡✇ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡✳
❋✐rst✱ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ✐s ❛❜❧❡ t♦ ♠♦❞❡❧ ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢
❡q✉✐✈❛❧❡♥t str❛✐♥ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ t♦ ✈♦✐❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✐s q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧②
st✉❞✐❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ❛♥② ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❧✐♣s♦✐❞ ✭❢♦r ❛
❣✐✈❡♥ ❡❧❧✐♣s♦✐❞✮✳ ❚❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ t♦ ❛s♣❡❝t r❛t✐♦s ✐s t❤❡♥ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧② st✉❞✐❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ❛♥② ❡❧❧✐♣s♦✐❞ ✭❣❡♦♠❡tr② ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✮✳ ❋✐♥❛❧❧②✱
t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ t♦ str❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t② r❛t✐♦ ✐s q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧② st✉❞✐❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡
❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ❛♥② ❡❧❧✐♣s♦✐❞ ❛♥❞ t♦ ❛♥② str❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t② r❛t✐♦✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥
✐s ✈❡r✐✜❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦✉r ❣❡♦♠❡tr②✲❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❡❧❧✐♣s♦✐❞s ✭❢r♦♠ r❡❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✮ t❤❛t ✇❡r❡
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✳
❚❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❘❱❊ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✲
✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ r❡❣r❡ss✐♦♥s ✐s s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧②
✐❧❧✉str❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ R2✕❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ t❤❛t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜❡✲
t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ st❛t❡s ✭❢r♦♠ ❘❱❊ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✮ ✐s
❣✐✈❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ L2✕♥♦r♠✳
✹✳✹✳✶ ❈❤♦✐❝❡ ♦❢ ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥
❆ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❛♥❞ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t str❛✐♥ ✐s s♦✉❣❤t ❤❡r❡✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡
♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ❣❡♦♠❡tr✐❡s ❛♥❞
✉♥❞❡r ✈❛r✐♦✉s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❛ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧
❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✿
V/V0 = A+Bε¯+ Cε¯
2. ✭✹✳✸✮
✇❤❡r❡ A✱ B ❛♥❞ C ❛r❡ ✜tt✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ A = 1✳ ❚❤✐s
❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ t♦ ❛ ❧✐♥❡❛r ❡①♣r❡ss✐♦♥✿
V/V0 − 1
ε¯
= B + Cε¯, ✭✹✳✹✮
✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ t✇♦ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts B ❛♥❞ C ❝❛♥ ❜❡ ✜tt❡❞ ✉s✐♥❣ ❧✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤✐s
✐s ♦❢ ❣r❡❛t ✐♥t❡r❡st r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❧❛r❣❡ q✉❛♥t✐t② ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ❜❡ ❛ss❡ss❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤✐s
st✉❞②✳
❆s ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ✜♥❛❧ ✈♦✐❞ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♠❛② ♥♦t ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡
♦❢ ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡ ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡✱ ❛s ✐t ✐s ❞r✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❡❧❧✐♣s♦✐❞❛❧ s❤❛♣❡✳ ❆s
❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ✐♥t❡r❡st ✐s r❛t❤❡r ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ r❛♥❣❡ V/V0 = [0.2, 1]✳ ❱❛❧✉❡s ❜❡❧♦✇ t❤❡
t❤r❡s❤♦❧❞ ✈❛❧✉❡ 0.2 ✇✐❧❧ t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ ✐❣♥♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s ✭s❡❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥
❋✐❣✳ ✹✳✷✶✮✳ ❚❤❡ ✜rst ✶✵ ✐♥❝r❡♠❡♥t st❡♣s ❛r❡ ✐❣♥♦r❡❞ ❛s ✇❡❧❧ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ✈❡rt✐❝❛❧
❛s②♠♣t♦t❡ ❛t ε¯ = 0 ♦♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐③❡❞ ❝✉r✈❡s✱ ❛♥❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ❧✐♥❡❛r
❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❧✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s✳
✹✳✹✳✷ ❉❡♣❡♥❞❡♥❝❡ t♦ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥
❋♦r ❛❧❧ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ❝✉r✈❡s ♦❢ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ✇❡r❡ ✜tt❡❞ ✉s✐♥❣ ❧✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥
❛♥❛❧②s✐s✳ ■t ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❢♦r s❡✈❡r❛❧ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✷✶✳ ❱❛❧✉❡s ♦❢ B ❛♥❞ C
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ✈❡r② ❣♦♦❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✭✉s✐♥❣ R2−❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✮✳
❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r B ❛♥❞ C ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ✇✐t❤ ❞♦ts ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✷✷ ✈❡rs✉s ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs
p1 ❛♥❞ p2✳ ❊❛❝❤ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❡①❤✐❜✐ts ❛ ❧✐♥❡❛r ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ t♦ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ▲✐♥❡❛r
✶✸✻
✹✳✹ Pr❡❞✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡
r❡❣r❡ss✐♦♥ ✐s t❤✉s ✉s❡❞ t♦ ✜t t❤✐s ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛♥❞ R2−❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ s❤♦✇❡❞ ✈❡r② ❣♦♦❞ ✈❛❧✉❡s
❛s ✇❡❧❧✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞✿
B = p1B
~u1 + p2B
~u2 + p3B
~u3
C = p1C
~u1 + p2C
~u2 + p3C
~u3
. ✭✹✳✺✮
■♥ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥✱ B ~ui ❛♥❞ C ~ui ❛r❡ ❣❡♦♠❡tr②✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ✈♦✐❞
❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✉♥❞❡r ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❛❧♦♥❣ ~ui✳ ❚❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ t❤r❡❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r
❝❛s❡s (p1, p2) = (1, 0)✱ (p1, p2) = (0, 1) ❛♥❞ (p1, p2) = (0, 0)✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡
❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐♥ ❊q✳ ✹✳✺✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❡❧❧✐♣s♦✐❞✱ ❦♥♦✇✐♥❣ ✐ts ✈♦❧✉♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❛❧♦♥❣
✐ts t❤r❡❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✐s s✉✣❝✐❡♥t ❢♦r ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ ✐ts ✈♦❧✉♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ❛♥② r❛♥❞♦♠
♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ B ~ui ❛♥❞ C ~ui ❛r❡ t❤✉s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ s❤♦✇♥ ✐♥
❋✐❣✳ ✹✳✷✶✳
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
ε¯
0.0
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0
1.2
V
/V
0
(p1 ,p2 ) =(1.0,0.0)
Fit (R2 =0.99998)
(p1 ,p2 ) =(0.0,1.0)
Fit (R2 =0.99982)
(p1 ,p2 ) =(0.0,0.0)
Fit (R2 =0.99984)
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
ε¯
3.0
2.5
2.0
1.5
1.0
0.5
0.0
V
/V
0
−1
ε¯
V/V0 =0
V/V0 =0.2
❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✶✿ ❈✉r✈❡ ✜tt✐♥❣ ✭✇✐t❤ R2−❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢❛❝t♦r✮ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❘❱❊ r❡s✉❧ts ✭❊❧❧✲❊
❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s✮ ❜② ❧✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐③❡❞
❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭❊q✳ ✹✳✹✮✳
❇❛s❡❞ ♦♥ B ~ui ❛♥❞ C ~ui ❝♦❡✣❝✐❡♥ts t❤❛t ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❊❧❧✲❊ ❢♦r (p1, p2) = {(1, 0)❀
(0, 1)❀ (0, 0)}✱ t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ ❊q✳ ✹✳✺ ✇❛s ❝❤❡❝❦❡❞ ✉s✐♥❣ r❛♥❞♦♠❧② ♦r✐❡♥t❡❞ ❡❧❧✐♣s♦✐❞s✳ ❋♦✉r
♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✉s✐♥❣ s✉❝❝❡ss✐✈❡ r♦t❛t✐♦♥s ❛r♦✉♥❞ ~ex ❛♥❞ ~ey✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣❛✐rs
♦❢ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs (p1, p2) ❛r❡ (0.56, 0.19)✱ (0.19, 0.56)✱ (0.19, 0.06) ❛♥❞ (0.06, 0.19)✳
❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇❛s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ ❊qs✳ ✹✳✸ ❛♥❞ ✹✳✺ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳ ❆ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥
✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✷✸✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❜♦✉♥❞ ❝❛s❡s (1, 0) ❛♥❞ (0, 0)✳ ❋♦r t❤❡ s✐① ❝✉r✈❡s✱ ❛ ✈❡r② ❣♦♦❞
❛❣r❡❡♠❡♥t ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❘❱❊ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳
❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ L2✕♥♦r♠ ❡rr♦r ✇❛s ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❘❱❊✲
✈❛❧✉❡s ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❊q✳ ✹✳✺✱ ❛♥❞ r❡♠❛✐♥s ✉♥❞❡r ✸✪ ❢♦r ❛❧❧ ❝❛s❡s✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱
t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s s✉✐t❛❜❧❡ t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❊q✳ ✹✳✸
t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ ✈♦✐❞ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ❛♥② ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳
✶✸✼
❈❤❛♣t❡r ✹ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.02.0
1.5
1.0
0.5
0.0
B (RVE)
Fit (R2 =0.9997)
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
p1
5
4
3
2
1
0
C (RVE)
Fit (R2 =0.9939)
✭❛✮ p2 = 0
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.02.0
1.5
1.0
0.5
0.0
B (RVE)
Fit (R2 =0.9991)
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
p2
5
4
3
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1
0
C (RVE)
Fit (R2 =0.9788)
✭❜✮ p3 = 0
❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✷✿ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦♥ B ❛♥❞ C ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
ε¯
0.0
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0
1.2
V
/V
0
RVE (p1 ,p2 ) =(1.0,0.0)
RVE (p1 ,p2 ) =(0.56,0.19)
RVE (p1 ,p2 ) =(0.19,0.56)
RVE (p1 ,p2 ) =(0.19,0.06)
RVE (p1 ,p2 ) =(0.06,0.19)
RVE (p1 ,p2 ) =(0.0,0.0)
Model (err=1.8%)
Model (err=2.3%)
Model (err=2.5%)
Model (err=2.8%)
Model (err=2.7%)
Model (err=1.0%)
❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✸✿ ❱♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❘❱❊ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✭❞♦ts✮ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ♣r❡✲
❞✐❝t✐♦♥s ✭❧✐♥❡s✮ ❣✐✈❡♥ ❜② ❊qs✳ ✹✳✸ ❛♥❞ ✹✳✺✱ ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s✱ ✇✐t❤ ❛✈❡r❛❣❡
L2✲♥♦r♠ ❡rr♦r✳
✶✸✽
✹✳✹ Pr❡❞✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡
✹✳✹✳✸ ❉❡♣❡♥❞❡♥❝❡ t♦ ❣❡♦♠❡tr②
❚❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ t♦ ❛s♣❡❝t r❛t✐♦s ✐s ♥♦✇ st✉❞✐❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞
❛❜♦✈❡✳ ❱♦✐❞ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts B ❛♥❞ C ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❝✉r✈❡s ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✶✻ ✉s✐♥❣
❧✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡❛r✐③❡❞ ❢♦r♠ ♦❢ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ ❛s ✇❡❧❧✱
s✉❝❤ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣ ✹✳✷✹✳ ❚❤❡ R2−❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✇❛s ❡①❝❡❧❧❡♥t ❛❣❛✐♥✱ ♠❡❛♥✐♥❣
t❤❛t ❊q✳ ✹✳✸ ✐s s✉✐t❛❜❧❡ t♦ ♠♦❞❡❧ ❝❧♦s✉r❡ ♦❢ ❡❧❧✐♣s♦✐❞❛❧ ✈♦✐❞s✳
❋♦r ❡❛❝❤ ❡❧❧✐♣s♦✐❞✱ t❤r❡❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts B ~ui ✭❛♥❞ C ~ui✮ ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛❧♦♥❣
t❤❡✐r t❤r❡❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥s i = {1, 2, 3}✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r B ~ui ✭❛♥❞ C ~ui✮ ❛r❡
♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✷✺ ✈❡rs✉s ❛ ❣❡♦♠❡tr② ♣❛r❛♠❡t❡r ❞❡✜♥❡❞ ❛s
γi =
3
√
V0
ri
. ✭✹✳✻✮
❚❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r r❡♣r❡s❡♥ts ❛♥ ❛♣♣❛r❡♥t ❣❡♦♠❡tr② ♣❛r❛♠❡t❡r ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ~ui ❞✐r❡❝t✐♦♥✳
■t ✐s ❛ ♥♦♥✲❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r t❤❛t ❝♦♥s✐❞❡rs tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr②
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❡❛❝❤ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst ♣r✐♥❝✐♣❛❧
❞✐r❡❝t✐♦♥ ~u1✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✿
γ1 =
3
√
V0
r1
=
3
√
4π
3 r1r2r3
r1
=
3
√
4π
3 r1r2r3
r31
= 3
√
4π
3
r2
r1
r3
r1
. ✭✹✳✼✮
❚❤❡ γ1 ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❝✉❜✐❝ r♦♦t ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ❛s♣❡❝t r❛t✐♦s✳ ■♥ t❤✐s
♠❛♥♥❡r✱ t❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❣❡♦♠❡tr②✳ ❚❤✐s
♣❛r❛♠❡t❡r ✇❛s ❝❤♦s❡♥ ❛s ✐t ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛ ❜✐❥❡❝t✐✈❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ B ~ui ❛♥❞ C ~ui ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱
r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ i✳
❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱ ❞✉❡ t♦ ❛①✐s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ❢❡❛t✉r❡s✱ ✐t ✐s ✈❡r✐✜❡❞ t❤❛t ❢♦r ♣r♦❧❛t❡ ❡❧❧✐♣s♦✐❞s✱
B ~u1 = B ~u2 ❛♥❞ C ~u1 = C ~u2 ✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ ♦❜❧❛t❡ ❡❧❧✐♣s♦✐❞s ✐t ✐s ❢♦✉♥❞ t❤❛t B ~u2 = B ~u3 ❛♥❞
C ~u2 = C ~u3 ✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❢♦r t❤❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ ✈♦✐❞ B ~u1 = B ~u2 = B ~u3 ❛♥❞ C ~u1 = C ~u2 = C ~u3 ✳
❖♥ ❋✐❣✳ ✹✳✷✺✱ ❛❧❧ ❝❛s❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ♣❧♦t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ ❛ ✉♥✐q✉❡
r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ b(γi) ✭❛♥❞ c(γi)✮ ❜❡t✇❡❡♥ ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ❛♣♣❛r❡♥t ❣❡♦♠❡tr② ♣❛r❛♠❡t❡r✳
❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ❜❡❝❛✉s❡✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❛♣♣❛r❡♥t ❣❡♦♠❡tr② ♣❛r❛♠❡t❡r✱ t❤❡ s❛♠❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❛r❡
✐♥✈♦❧✈❡❞ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❛♣♣❛r❡♥t ❣❡♦♠❡tr② ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✜rst✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r t❤❡ t❤✐r❞
♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❊q✳ ✹✳✺ t❤✉s ❜❡❝♦♠❡s✿
B = b(γ1)p1 + b(γ2)p2 + b(γ3)p3
C = c(γ1)p1 + c(γ2)p2 + c(γ3)p3.
✭✹✳✽✮
❋r♦♠ ❋✐❣✳ ✹✳✷✺✱ ❛ ❜✐❥❡❝t✐✈❡ ♠♦♥♦t♦♥♦✉s❧② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❆ q✉❛❞r❛t✐❝
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ s✉❝❤ t❤❛t✿
b(γi) = b0 + b1γi + b2γ
2
i
c(γi) = c0 + c1γi + c2γ
2
i .
✭✹✳✾✮
❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✷✺ ✇❡r❡ ✉s❡❞ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❝♦❡✣❝✐❡♥ts b0✱ b1 ❛♥❞ b2 ✭❛♥❞ c0✱
c1 ❛♥❞ c2✮ ✉s✐♥❣ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤❡ R2−❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢❛❝t♦r ✐s ✈❡r② ❣♦♦❞
❛❣❛✐♥✳
✶✸✾
❈❤❛♣t❡r ✹ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
ε¯
0.0
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0
V
/V
0
(p1 ,p2 ) =(1.0,0.0)
Sphere (R2 =0.9991)
Ell-A (R2 =0.9968)
Ell-B (R2 =0.9935)
Ell-C (R2 =0.9981)
Ell-D (R2 =0.9909)
Ell-E (R2 =0.9982)
Ell-F (R2 =0.9934)
(p1 ,p2 ) =(0.0,1.0)
Sphere (R2 =0.9991)
Ell-A (R2 =0.9968)
Ell-B (R2 =0.9930)
Ell-C (R2 =0.9971)
Ell-D (R2 =0.9984)
Ell-E (R2 =0.9960)
Ell-F (R2 =0.9914)
(p1 ,p2 ) =(0.0,0.0)
Sphere (R2 =0.9991)
Ell-A (R2 =0.9982)
Ell-B (R2 =0.9847)
Ell-C (R2 =0.9970)
Ell-D (R2 =0.9984)
Ell-E (R2 =0.9989)
Ell-F (R2 =0.9996)
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
ε¯
6
5
4
3
2
1
0
1
V
/V
0
−1
ε¯
V/V0 =0
V/V0 =0.2
❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✹✿ ❈✉r✈❡ ✜tt✐♥❣ ✭✇✐t❤ R2−❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢❛❝t♦r✮ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ ❘❱❊ r❡s✉❧ts ❢♦r
✈❛r✐♦✉s ❣❡♦♠❡tr✐❡s ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ✭❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✶✻✮✱ ❜② ❧✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥
✉s✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐③❡❞ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭❊q✳ ✹✳✹✮✳
0 1 2 3 4 5
0
B (RVE)
Fit (R2 =0.9911)
0 1 2 3 4 5
γi
0
C (RVE)
Fit (R2 =0.964)
❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✺✿ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♣❛r❛♠❡t❡r γi ♦♥ B ❛♥❞ C ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠
✜tt✐♥❣ ❢♦r ❛❧❧ ❝❛s❡s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✷✹ ✭❝♦♠♠♦♥ ❧❡❣❡♥❞✮✳
✶✹✵
✹✳✹ Pr❡❞✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡
0 1 2 3 4 5
0
B (RVE)
Fit (R2 =0.952
0 1 2 3 4 5
γi
0
C (RVE)
Fit (R2 =0.9696
✭❛✮ TX = −0.04
0 1 2 3 4 5
0
B (RVE)
Fit (R2 =0.9702
0 1 2 3 4 5
γi
0
C (RVE)
Fit (R2 =0.975
✭❜✮ TX = −0.13
0 1 2 3 4 5
0
B (RVE)
Fit (R2 =0.9911)
0 1 2 3 4 5
γi
0
C (RVE)
Fit (R2 =0.964)
✭❝✮ TX = −0.33
0 1 2 3 4 5
0
B (RVE)
Fit (R2 =0.9916
0 1 2 3 4 5
γi
0
C (RVE)
Fit (R2 =0.9584
✭❞✮ TX = −0.39
0 1 2 3 4 5
0
B (RVE)
Fit (R2 =0.98
0 1 2 3 4 5
γi
0
C (RVE)
Fit (R2 =0.9459
✭❡✮ TX = −0.57
0 1 2 3 4 5
0
B (RVE)
Fit (R2 =0.9307
0 1 2 3 4 5
γi
0
C (RVE)
Fit (R2 =0.9248
✭❢✮ TX = −0.94
❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✻✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥✱ ❢♦r s❡✈❡r❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ str❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t② r❛t✐♦ TX ✱ ♦❢ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡
♦❢ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♣❛r❛♠❡t❡r γi ♦♥ B ❛♥❞ C ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❝✉r✈❡
✜tt✐♥❣ ✭s❡❡ ❧❡❣❡♥❞ ❢♦r t❤❡ ❞♦ts ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✷✹✮✳
✶✹✶
❈❤❛♣t❡r ✹ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧
✹✳✹✳✹ ❉❡♣❡♥❞❡♥❝❡ t♦ str❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t② r❛t✐♦
❆❧❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✉♣ t♦ ❊q✳ ✹✳✾ ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✈❛❧✉❡ TX =
−1/3✱ ✐✳❡✳ ✉♥❞❡r ✉♥✐❛①✐❛❧ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ✭✉s✐♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s σx = σy = 0✮✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧② ❛ss❡ss t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ str❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t② r❛t✐♦ ❛♥❞ t♦ ❡①t❡♥❞
❊q✳ ✹✳✾✱ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✇❛s r❡♣❡❛t❡❞ ✉♥❞❡r ✈❛r✐♦✉s str❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t② r❛t✐♦s ♦✈❡r t❤❡ r❛♥❣❡
TX = [−1, 0]✳ ❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ b(γi) ❛♥❞ c(γi) ✭✐✳❡✳ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ t♦ ❣❡♦♠❡tr②✮ ✐s
♣❧♦tt❡❞ ❢♦r ✈❛r✐♦✉s str❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t② r❛t✐♦s ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✷✻✳ ❚❤❡ ❝✉r✈❡s ❡①❤✐❜✐t ❛ r❛t❤❡r ❧✐♥❡❛r
❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ t♦ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♣❛r❛♠❡t❡r γi ❢♦r ❧♦✇ ❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ str❡ss st❛t❡s✳ ◆♦♥✲❧✐♥❡❛r✐t②
♦❝❝✉rs ✇❤❡♥ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ TX ✳
■♥ ❋✐❣✳ ✹✳✷✻✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ✜tt✐♥❣ ❛❝❝✉r❛❝② ❛❧s♦ ❞❡❝r❡❛s❡s ❢♦r ❝♦♠♣r❡ss✐✈❡
str❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t② r❛t✐♦s✳ ❚❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t ✐s ♣❧♦tt❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ r❡❞ sq✉❛r❡ ❡①❤✐❜✐ts r❛t❤❡r ❧❛r❣❡
❞✐s❝r❡♣❛♥❝②✳ ■t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❊❧❧✐♣s♦✐❞ ❇ ✇❤❡♥ ✐t ✐s ❞❡❢♦r♠❡❞ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r❧② t♦ ✐ts
❧♦♥❣❡st ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✹✳✶✺✮✳
❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts bi ❛♥❞ ci ✭i ∈ {0, 1, 2}✮ ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❛♥❛❧✲
②s✐s ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❛s❡ ❛♥❞ ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✷✼✳
1.0 0.8 0.6 0.4 0.2 0.0
0
b0
b1
b2
Fit (R2 =0.99895)
Fit (R2 =0.99520)
Fit (R2 =0.99574)
1.0 0.8 0.6 0.4 0.2 0.0
TX
0
c0
c1
c2
Fit (R2 =0.99365)
Fit (R2 =0.99857)
Fit (R2 =0.99766)
Fit (R2 =0.99570)
Fit (R2 =0.98976)
Fit (R2 =0.99936)
❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✼✿ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ str❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t② ♦♥ t❤❡ bi ❛♥❞ ci ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✭i ∈ {0, 1, 2}✮ ❢r♦♠
❊q✳ ✹✳✾✳
❆ ❧✐♥❡❛r ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r t❤❡ bi ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦✈❡r t❤❡ ✇❤♦❧❡ r❛♥❣❡ ♦❢ TX ✳ ❋♦r
t❤❡ ci ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ ❛ ❧✐♥❡❛r ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❛s ✇❡❧❧ ♦♥ t❤❡ r❛♥❣❡ −0.4 ≤ TX ≤ 0✱
❛♥❞ ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ♦♥ t❤❡ r❛♥❣❡ −1 ≤ TX ≤ −0.4✳ ❚❤❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ ✇❛s
t❤❡r❡❢♦r❡ s♣❧✐t ❛♥❞ t✇♦ ❜❛t❝❤❡s ♦❢ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥ts ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✱ ♦♥❡ ❢♦r ❡❛❝❤ r❛♥❣❡
♦❢ TX ✳ ❚❤❡ ❣♦♦❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ R2✕❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧
❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ s✉✐t❛❜❧❡ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡s❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s✳
✶✹✷
✹✳✹ Pr❡❞✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡
❚❤❡ ✜♥❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ t♦ γi ❛♥❞ t♦ str❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t② r❛t✐♦ TX ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s✿
b(γi) = b00 + b10γi + b20γ
2
i +TX
(
b01 + b11γi + b21γ
2
i
)
c(γi) = c00 + c10γi + c20γ
2
i +TX
(
c01 + c11γi + c21γ
2
i
)
+ T 2X
(
c02 + c12γi + c22γ
2
i
)
✭✹✳✶✵✮
❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❝♦♥st❛♥ts ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥t✐❛❧ ❆♣♣❡♥❞✐① ❉✳✶✳ ❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
B ❛♥❞ C ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ❝❧♦s✉r❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ■♥ ❢❛❝t✱ B ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝❧♦s✉r❡
❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❛t ε = 0✳ ❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
C ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ tr❛♥s❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ s❤❛♣❡
❞✉r✐♥❣ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ✐♥ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ▲❡❡ ❛♥❞ ▼❡❛r ❬✶✾✾✹❪✳
❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t t❤❡ ♥❡❝❡ss✐t② t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ s❤❛♣❡ ♦❢ ❛ ✈♦✐❞ ❞✉r✐♥❣
❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳
■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦✱ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐s ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ✉♥❞❡r ❝♦♥st❛♥t ❧♦❛❞✐♥❣s✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢
C t❤✉s ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ s❤❛♣❡ ❞✉r✐♥❣ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❧♦❛❞✐♥❣✳
❋♦r ❛ ❜❡tt❡r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈♦✐❞ ♠✉st ❜❡ ❦♥♦✇♥ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡
❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♣❛ss✱ ✐t ✐s ❝♦rr❡❝t ❛s t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❧♦❛❞❡❞ ❛❧♦♥❣ ♦♥❡
♠❛✐♥ ❛①✐s✳
✹✳✹✳✺ ❋✐♥❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧
❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❝r♦ss❡❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s t♦ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✱ t♦ ❣❡♦♠❡tr② ❛♥❞ t♦ str❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t② r❛t✐♦
❝❛♥ ❜❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥✿
V
V0
= 1 +Bε¯+ Cε¯2 ✇✐t❤


B =
3∑
i=1
2∑
j=0
1∑
k=0
bjk(TX)
k(γi)
jpi
C =
3∑
i=1
2∑
j=0
2∑
k=0
cjk(TX)
k(γi)
jpi
✭✹✳✶✶✮
✇❤❡r❡ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ s✐① ❝♦♥st❛♥ts bjk ❛♥❞ t❤❡ ♥✐♥❡ ❝♦♥st❛♥ts cjk ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥
t❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥t✐❛❧ ❆♣♣❡♥❞✐① ❉✳✶✳
✶✹✸
❈❤❛♣t❡r ✹ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧
✹✳✺ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧
■♥ ♦r❞❡r t♦ ✈❡r✐❢② t❤❡ r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✱ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❡✈♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞
t♦ t❤❡ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥s t❤❛t ✇❡r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❢♦r s❡✈❡r❛❧ ❡❧❧✐♣s♦✐❞❛❧ ✈♦✐❞s✱ ✉♥❞❡r ✈❛r✐♦✉s
♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❢♦✉r ♠♦r♣❤♦❧♦❣②✲❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❡❧❧✐♣s♦✐❞s t❤❛t ✇❡r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥
s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷ ❛r❡ ✉s❡❞✳ ❚❤❡ ❘❱❊s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡s❡ ❡❧❧✐♣s♦✐❞❛❧ ✈♦✐❞s ❛r❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✷✽✳
❱❛r✐♦✉s str❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t② ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ✐♠♣♦s❡❞ ♦♥ t❤❡ r❛♥❣❡ TX = [−1, 0]✳
❉✐♠❡♥s✐♦♥s ✭♠♠✮ ❖r✐❡♥t❛t✐♦♥
r1 r2 r3 p1 p2 p3
❊❧❧✐♣s♦✐❞ ✸ ✶✳✸✺ ✶✳✻✷ ✷✳✸✻ ✵✳✾✼ ✵✳✵✶ ✵✳✵✷
❊❧❧✐♣s♦✐❞ ✹ ✶✳✷✵ ✶✳✹✷ ✷✳✶✵ ✵✳✻✼ ✵✳✶✵ ✵✳✷✸
❊❧❧✐♣s♦✐❞ ❆ ✶✳✸✹ ✶✳✻✸ ✸✳✶✼ ✵✳✽✽ ✵✳✷✶ ✵✳✵✶
❊❧❧✐♣s♦✐❞ ❆❉ ✵✳✹✼ ✶✳✻✶ ✸✳✾✼ ✵✳✷✵ ✵✳✷✷ ✵✳✺✽
❚❛❜❧❡ ✹✳✶✿ ●❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ❡❧❧✐♣s♦✐❞s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✳
✭❛✮ ❊❧❧✐♣s♦✐❞ ✸ ✭❜✮ ❊❧❧✐♣s♦✐❞ ✹
✭❝✮ ❊❧❧✐♣s♦✐❞ ❆
~ez
~ey~ex
✭❞✮ ❊❧❧✐♣s♦✐❞ ❆❉
❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✽✿ ■♥✐t✐❛❧ ❘❱❊s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♠♦r♣❤♦❧♦❣②✲❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❡❧❧✐♣s♦✐❞s✳
❱♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s t❤✉s ♣❧♦tt❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❡❧❧✐♣s♦✐❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✷✾✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♣❧♦t✱ t❤❡
♣r❡❞✐❝t❡❞ ✈♦❧✉♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ❛s ✇❡❧❧✳ ■t ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ ❊q✳ ✹✳✶✶✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❢❡❛t✉r❡s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡✳ ✹✳✶ ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡s❝r✐❜❡❞ str❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t② r❛t✐♦ TX ✳
❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❤❡r❡ ✐s t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢
❡❧❧✐♣s♦✐❞s✳ ❚❤✐s ✐s ❞✐r❡❝t❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ♠♦❞❡❧✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡
❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ st❡♣✳
✶✹✹
✹✳✺ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧
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✭❞✮ ❊❧❧✐♣s♦✐❞ ❆❉
❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✾✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ L2✕♥♦r♠ ❡rr♦r ♠❛❞❡ ❜② t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ♦♥ t❤❡ ❛❝t✉❛❧
❝❧♦s✉r❡ ♦❢ ❛♥ ❡❧❧✐♣s♦✐❞❛❧ ✈♦✐❞✳
❊❧❧✐♣s♦✐❞ ✸
❚❤❡ ❛s♣❡❝ts r❛t✐♦s ♦❢ ❡❧❧✐♣s♦✐❞ ✸ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ✐ts ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛♥❞ ❛r❡ (r3/r1) = 1.75
❛♥❞ (r2/r1) = 1.20✳ ❚❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r p1 ✐s ❝❧♦s❡ t♦ ✉♥✐t② ❛♥❞ p2 ≈ p3 ≈ 0✳ ❚❤❡s❡
✈❛❧✉❡s ♦❢ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✈❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ ✈♦✐❞ ★✥✔u1 ✐s ❝♦❧✐♥❡❛r ✇✐t❤ t❤❡
♠❛✐♥ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ★✔e1 ✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ✈♦✐❞ ✐s ♠❛✐♥❧② ❞❡❢♦r♠❡❞ ❛❧♦♥❣ ✐ts
s♠❛❧❧❡st ❞✐♠❡♥s✐♦♥ r1✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊q✳ ✹✳✽✱ t❤❡ ❝❧♦s✉r❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❜
❛♥❞ ❝ ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❡q✉❛❧ t♦ b(γ1) ❛♥❞ c(γ1)✳
❚❤❡ L2✕♥♦r♠ ❡rr♦r ✇❛s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t ❢r♦♠ ❘❱❊ s✐♠✉❧❛✲
t✐♦♥✳ ❋♦r ❛❧❧ t❡st❡❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ str❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t② r❛t✐♦✱ t❤❡ ❡rr♦r r❡♠❛✐♥s ❧♦✇❡r t❤❛♥ ✺✪✳ ■♥
t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❊❧❧✐♣s♦✐❞ ✸✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ ✐ts ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ✇✐t❤ ✈❡r② ❣♦♦❞
❛❝❝✉r❛❝②✳
❊❧❧✐♣s♦✐❞ ✹
❚❤❡ ❛s♣❡❝t r❛t✐♦s ♦❢ ❡❧❧✐♣s♦✐❞ ✹ ❛r❡ (r3/r1) = 1.75 ❛♥❞ (r2/r1) = 1.18✳ ◆♦t❡ t❤❛t✱ ❜②
❝❤❛♥❝❡✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ r♦✉❣❤❧② ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤❡ ♦♥❡s ♦❢ ❡❧❧✐♣s♦✐❞ ✸✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ ✐ts ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✱
❡❧❧✐♣s♦✐❞ ✹ ✐s s❧✐❣❤t❧② t✐❧t❡❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❡❧❧✐♣s♦✐❞ ✸✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❝❧♦s✉r❡
❝♦❡✣❝✐❡♥ts B ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❝♦❡✣❝✐❡♥ts C✮ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ b(γ1)✱ b(γ2)
❛♥❞ b(γ3) ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② c(γ1)✱ c(γ2) ❛♥❞ c(γ3)✮✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊q✳ ✹✳✽✳
✶✹✺
❈❤❛♣t❡r ✹ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧
❋♦r t❤❡ ❧♦✇❡st tr✐❛①✐❛❧✐t② r❛t✐♦s✱ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐s ❡①❝❡❧❧❡♥t✱ ✇✐t❤ ❛ L2✕♥♦r♠ ❡rr♦r ❛❜♦✉t
✸✪✳ ❲❤❡♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ str❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t②✱ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ s❧✐❣❤t❧② ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡s
✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡✱ t❤❡ L2✕♥♦r♠ ❡rr♦r r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❧♦✇❡r t❤❛♥ ✾✪ ♦✈❡r t❤❡ ✇❤♦❧❡ r❛♥❣❡ ♦❢ TX ✳ ❚❤❡
♦❜t❛✐♥❡❞ ❡rr♦r ✐s ♠❛✐♥❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❝❧♦s✉r❡ r❛t❡s ❛r❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧ ❢♦r ❧♦✇
❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ st❛t❡s✳ ❲❤❡♥ ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t ❋✐❣✳ ✹✳✷✻✱ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦r t❤❛t ✐s ♠❛❞❡ ❜② r❡❣r❡ss✐♦♥
❢♦r t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ B ✐s ❤✐❣❤❡r ❢♦r t❤❡ ✈❛❧✉❡ TX = −0.04 t❤❛♥ ❢♦r t❤❡ ✈❛❧✉❡ TX = −0.94✱ ❞✉❡
t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❝❧♦s❡ t♦ ③❡r♦ ✇❤❡♥ TX t❡♥❞s t♦ ③❡r♦✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱
t❤❡ ❡rr♦r ♠❛❞❡ ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ B ✐s ✈✐s✐❜❧❡ ♦♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥s
✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✷✾✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❡rr♦r r❡♠❛✐♥s ❧♦✇❡r t❤❛♥ ✾✪✱ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡
r❡❛s♦♥❛❜❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❣♦♦❞✳
❊❧❧✐♣s♦✐❞ ❆
❚❤❡ ❛s♣❡❝t r❛t✐♦s ♦❢ ❡❧❧✐♣s♦✐❞ ❆ ❛r❡ (r3/r1) = 2.37 ❛♥❞ (r2/r1) = 1.22✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡
s❡❝♦♥❞ ❛s♣❡❝t r❛t✐♦ ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♦♥❡s ❛s ✇❡❧❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✜rst
❛s♣❡❝t r❛t✐♦ ✐s ❧❛r❣❡r✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ✈♦✐❞ ✐s ♠♦r❡ ❡❧♦♥❣❛t❡❞ ❛❧♦♥❣ ✐ts t❤✐r❞ ♣r✐♥❝✐♣❛❧
❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ■ts ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❡①❤✐❜✐t t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✈❛❧✉❡ ♦❢ p3 ≈ 0✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t
t❤❡ t❤✐r❞ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ z✲❛①✐s ✭t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛①✐s✮✳ ❚❤❡
❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ ✈♦✐❞ ✐s t❤✉s ❞r✐✈❡♥ ❜② ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❧♦s✉r❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts b(γ1) ❛♥❞
b(γ2) ✭❛♥❞ c(γ1) ❛♥❞ c(γ2)✮✱ ♦♥❧②✳
❚❤❡ L2✕♥♦r♠ ❡rr♦r r❡♠❛✐♥s ❧♦✇❡r t❤❛♥ ✺✪✳ ❚❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❢♦r ❡❧❧✐♣s♦✐❞
❆ ✐s ❛s ❣♦♦❞ ❛s t❤❡ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❡❧❧✐♣s♦✐❞ ✸✳
❊❧❧✐♣s♦✐❞ ❆❉
❚❤❡ ❛s♣❡❝t r❛t✐♦s ♦❢ ❡❧❧✐♣s♦✐❞ ❆❉ ❛r❡ (r3/r1) = 8.45 ❛♥❞ (r2/r1) = 3.43✳ ❚❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥
♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t t❤❡ ✈♦✐❞ ❞♦❡s ♥♦t s❤♦✇ ❛♥② ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳
❘❡❣❛r❞✐♥❣ ❊q✳ ✹✳✶✵✱ t❤❡ ❛♣♣❛r❡♥t ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs γ1 = 4.95 ❛♥❞ γ3 = 0.59 ♦❢
❡❧❧✐♣s♦✐❞ ❆❉ ❛r❡ s✐t✉❛t❡❞ ❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ t❡st❡❞ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥
✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✹✳✷✻✮✳ ❚❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❧♦✇❡r ❢♦r s✉❝❤ ✈❛❧✉❡s✱ ❛♥❞ t❤❡
r❡s✉❧t✐♥❣ ❡rr♦r ✐s ✈✐s✐❜❧❡ ♦♥ t❤❡ ✜♥❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✷✾❞✳ ❚❤✐s ❝❛s❡ ❝❛♥
t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛♥ ❡①tr❡♠❡ ❝❛s❡ ❢♦r t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳
❚❤❡ s❛♠❡ ❝♦♠♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ✐s
♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❧♦✇ ❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ str❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t② r❛t✐♦✳ ❚❤❡ L2✕♥♦r♠ ❡rr♦r r✐s❡s t♦
✶✼✪ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ TX = 0✳ ❋♦r ♠♦r❡ ❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ tr✐❛①✐❛❧✐t② r❛t✐♦s✱ t❤❡ ❡rr♦r r❡♠❛✐♥s r❛t❤❡r
❧♦✇✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❜❡st ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ✈❛❧✉❡ TX = −0.58✱ ✇✐t❤ ❛♥ ❡rr♦r ♦❢ ❛❜♦✉t
✸✪✳
✶✹✻
✹✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s
✹✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s
❇❛s❡❞ ♦♥ ❛ ✇✐❞❡ ❝❛♠♣❛✐❣♥ ♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛t t❤❡ ❘❱❊✲s❝❛❧❡✱ ❛ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s❡♥s✐✲
t✐✈✐t② st✉❞② ❤❛s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❛t❡♠❡♥ts✳
• ▼❛t❡r✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❡①❤✐❜✐t ❛ ❝❡rt❛✐♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡✳ ❇♦t❤ t❤❡ str❛✐♥
❤❛r❞❡♥✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ str❛✐♥✲r❛t❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♣❛r❛♠❡t❡rs ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥
✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡✱ ❛s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❛r❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❡✛❡❝t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞
✐♥ t❤❡ s❤❛♣❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈♦✐❞ ❞✉r✐♥❣ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t ✐s
r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ❝♦♠♣❧❡t❡ ❝❧♦s✉r❡ r❡♠❛✐♥s r❛t❤❡r ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t❤♦✉❣❤✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡
♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧s ✇✐t❤ ❜♦t❤ st❛✐♥ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ❛♥❞ str❛✐♥✲r❛t❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s✱ t❤❡
❡✛❡❝t ♦♥ ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❞✉❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❜♦t❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳
◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ r❡♠❛✐♥s ♠♦❞❡r❛t❡ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ❤♦t ♠❡t❛❧
❜❡❤❛✈✐♦✉rs ❛♥❞ ✇❛s t❤✉s ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✳
• ❱♦✐❞s ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❤❛✈❡ ❛ ✜rst ♦r❞❡r ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡✳
• ❙tr❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t② r❛t✐♦ ❛❧s♦ ❤❛s ❛ ✜rst ♦r❞❡r ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱
✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡ ✐s ♥♦t ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡ r❡♠♦t❡ str❛✐♥✲r❛t❡✳
• ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❡❧❧✐♣s♦✐❞s s❤♦✇s ❣r❡❛t ✐♥t❡r❡st t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❝❧♦s✉r❡ ♦❢ ❛ r❡❛❧
✈♦✐❞✱ ❜② ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ s♣❤❡r❡✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❡s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛t
t❤❡ ✜♥❛❧ st❛❣❡s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦♥t❛❝t ❛t t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❢❛❝❡s ♦❢ t❤❡ ✈♦✐❞✳ ❚❤✐s
❡✛❡❝t ✐s ❛❝❝❡♥t✉❛t❡❞ ❜② t♦rt✉♦s✐t② ❛♥❞ ✐s ♥♦t ❛❞❞r❡ss❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦✳ ❚❤❡
✉s❡ ♦❢ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❡❧❧✐♣s♦✐❞ ❢❛✐t❤❢✉❧❧② r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ ❛ r❡❛❧ ✈♦✐❞ ✉♥t✐❧
❝♦♥t❛❝t ✐s ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞✱ ✐✳❡✳ ♦✈❡r ❛❜♦✉t ❛t ❧❡❛st ✽✵✪ ♦❢ t❤❡ ❝❧♦s✉r❡ ♣r♦❝❡ss✳
❚❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✇❛s ❜✉✐❧t ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✇✐❞❡ ❝❛♠♣❛✐❣♥ ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛t t❤❡ ❘❱❊✲
s❝❛❧❡✳ ❆ q✉❛❞r❛t✐❝ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡
❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ✈♦✐❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✱ ✈♦✐❞ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛♥❞ str❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t② r❛t✐♦ ✇❡r❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧②
♠♦❞❡❧❡❞ ✉s✐♥❣ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ✉s✐♥❣ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤❡ ❝❛♣❛❜✐❧✲
✐t② ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ t♦ ♣r❡❞✐❝t ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✇❛s t❡st❡❞ ✉s✐♥❣ ❣❡♦♠❡tr② ♣❛r❛♠❡t❡rs
♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ r❡❛❧ ✈♦✐❞s t❤❛t ✇❡r❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ✉s✐♥❣ ❳✲r❛② ♠✐❝r♦t♦♠♦❣r❛♣❤②✳ ❋♦r
t❤❡ ❢♦✉r t❡st❡❞ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✇❛s ❡①❝❡❧❧❡♥t✳ ❆ ♠❛①✐♠✉♠ ❡rr♦r ♦❢ ✶✼✪ ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞
❢♦r t❤❡ ❡①tr❡♠❡ ❝❛s❡✱ ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛❧❧② r❡♠❛✐♥❡❞ ❧♦✇❡r t❤❛♥ ✺✪✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡
♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐s s✉✐t❛❜❧❡ t♦ ♣r❡❞✐❝t ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✈♦✐❞✬s ✐♥✐t✐❛❧ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s
❛♥❞ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ❛♥❞ ✉♥❞❡r ✈❛r✐♦✉s str❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t② r❛t✐♦s✳
✶✹✼

❈❤❛♣t❡r ✺
❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧
❈♦♥t❡♥ts
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✺✳✹✳✺ ❊❧❧✐♣s♦✐❞ ❊ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✷
✺✳✹✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✺
✺✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✻
✶✹✾
❈❤❛♣t❡r ✺ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧
❘és✉♠é ❢r❛♥ç❛✐s
❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦❞è❧❡ ♣rés❡♥té ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳ ❈❡
♠♦❞è❧❡ à ❝❤❛♠♣ ♠♦②❡♥ ❡st ❞✬❛❜♦r❞ ✐♠♣❧é♠❡♥té ❞❛♥s ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❛r é❧é♠❡♥ts
✜♥✐s ❋❖❘●❊ ❬✷✵✶✶❪ ❡♥ t❛♥t q✉❡ r♦✉t✐♥❡ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❜❛sé
✉♥✐q✉❡♠❡♥t s✉r ❧❛ tr✐❛①✐❛❧✐té ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭❙❚❇✮ ❡①✐st❛♥t ❞❛♥s ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧❡
❞✉ ❧♦❣✐❝✐❡❧✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ✐♠♣❧é♠❡♥té s♦✉s ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ♣❛r ✉♥ s❝❤é♠❛ ❡①♣❧✐❝✐t❡
❡♥ t❡♠♣s✳ ❯♥ ❝❤❛♠♣ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ♣♦r❡ ❡st ❞♦♥❝ ❛❝t✉❛❧✐sé à ❝❤❛q✉❡ ✐♥❝ré♠❡♥t ❞❡
❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
♠é❝❛♥✐q✉❡s ❡t ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✐♥✐t✐❛✉① ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❩❤❛♥❣ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t
✐♠♣❧é♠❡♥té s✉✐✈❛♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡✳
▲❡s tr♦✐s ♠♦❞è❧❡s s♦♥t ❝♦♥❢r♦♥tés à ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❡①♣❧✐❝✐t❡s ❡♥ ❝❤❛♠♣ ❝♦♠♣❧❡t ♣♦✉r
❞❡✉① ♣r♦❝é❞és ✐♥❞✉str✐❡❧s ✿ ✉♥ ❝❛s ❞❡ ❢♦r❣❡❛❣❡ ❧✐❜r❡ ❡t ✉♥ ❝❛s ❞❡ ❧❛♠✐♥❛❣❡✳ ▲❡s é✈♦❧✉t✐♦♥s
❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ♣♦r❡ ♣ré❞✐t❡s ♣❛r ❧❡s tr♦✐s ♠♦❞è❧❡s s♦♥t ❝♦♠♣❛ré❡s ❡t ❞✐s❝✉té❡s à ♣❧✉s✐❡✉rs
♣♦s✐t✐♦♥s✱ ❡t ♣♦✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ❣é♦♠étr✐❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❞❡ ♣♦r❡s✳ ■❧ ❡st ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡s é✈♦❧✉t✐♦♥s
♣ré❞✐t❡s ♣❛r ❧❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦❞è❧❡ s♦♥t ❜♦♥♥❡s ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡✳ ▲❡s ❜é♥é✜❝❡s ❛♣♣♦rtés ♣❛r ❧❡
♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦❞è❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ♠♦❞è❧❡s ❡①✐st❛♥ts s♦♥t ✿ ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡
✐♥✐t✐❛❧❡ ✭r❛♣♣♦rts ❞✬❛s♣❡❝t ❡t ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✮ ❞❡s ♣♦r❡s ❀ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡
♣ré❞✐r❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ❛✈❡❝ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ q✉❡ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❛❝t✉❡❧s✳ ❈❡rt❛✐♥❡s
❞✐✛ér❡♥❝❡s s♦♥t ♠❛❧❣ré t♦✉t ♦❜s❡r✈é❡s ❡t ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s♦♥t ❞✐s❝✉té❡s ❛✜♥ ❞❡ ❧❡s é✈❛❧✉❡r✳
❉❡s ♣✐st❡s ❞✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❝♦♥❝rèt❡s ❛✉ ♠♦❞è❧❡ s♦♥t ♣r♦♣♦sé❡s ❛✜♥ ❞❡ ❧❡✈❡r ❧❡s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s
❛❝t✉❡❧❧❡s✳
✶✺✵
✺✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
✺✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
■♥ ❈❤❛♣t❡r ✶✱ ✐t ✇❛s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❛t ❛❧t❤♦✉❣❤ ❡①♣❧✐❝✐t ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ♠✐❣❤t
❜❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❛❝❝✉r❛t❡✱ t❤❡② r❡♠❛✐♥ r❛t❤❡r ❝♦st❧② ❛s ❤❡❛✈② ♠❡s❤❡s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞✳ ■♥
❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡② ♣r♦✈✐❞❡ r❡s✉❧ts ❢♦r ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡s✱ ❡①❝❧✉s✐✈❡❧②✳ ❯s✐♥❣ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧s✱
t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛t ❡✈❡r② ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✇♦r❦♣✐❡❝❡
✇✐t❤♦✉t r❡q✉✐r✐♥❣ ❛♥② s♣❡❝✐✜❝ ♠❡s❤ r❡✜♥❡♠❡♥t✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ t❤❡ ♥❡✇ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧
✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛s ❛ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ ❢♦r s❡✈❡r❛❧ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡s t♦
♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❡①♣❧✐❝✐t s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳
Pr❡❞✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜♥✐t❡✲❡❧❡♠❡♥t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ s♦❢t✇❛r❡ ❋❖❘●❊
❬✷✵✶✶❪✱ ❛s ♣♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ s✉❜r♦✉t✐♥❡s✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✜❡❧❞ ✐s t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡
V/V0✳ ❉✉r✐♥❣ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ ❛t ❡❛❝❤ ✐♥❝r❡♠❡♥t st❡♣✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞ V/V0 ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞
❛t ❡✈❡r② ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡s❤ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ✜❡❧❞s ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳
❙❡✈❡r❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛r❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ♠❛❞❡ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡② ❛r❡ r❡✲
❝❛❧❧❡❞ ❢♦r t❤❡ ❢♦rt❤❝♦♠✐♥❣ ❞✐s❝✉ss✐♦♥✳
• ❋✐rst✱ ❣❡♥❡r❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛r❡ ♠❛❞❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❡s♦✲s❝❛❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✮
r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ s❝❛❧❡s✳ ■t ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❛t t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✈♦✐❞s ❤❛s ❛
♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ ❛ ✇♦r❦♣✐❡❝❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥
❡♥❛❜❧❡s ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s t♦ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛s ♣♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ s✉❜r♦✉t✐♥❡s✱ ❛s t❤❡②
❞♦ ♥♦t ♠♦❞✐❢② t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ✜❡❧❞s✳
• ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠❛✐♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❛t t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✭✐✳❡✳ ❛t t❤❡ ❘❱❊✲s❝❛❧❡✮ ❜❡✲
❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ ✈♦✐❞ ✐s s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳
• ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✉s❡❞ t♦ ✐♠♣♦s❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛t t❤❡ ❘❱❊✲s❝❛❧❡ ❛❧s♦ ❛ss✉♠❡s
❛①✐s②♠♠❡tr② ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♠❛✐♥ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛①✐s✳
• ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛❧s♦ ✐♥✈♦❧✈❡s ❝❡rt❛✐♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡
❛❝t✉❛❧ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ♦❢ ✈♦✐❞s✳ ■♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✱ ✐t ✇❛s s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧
♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ✈♦✐❞s ✭❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✮ ❡♥❛❜❧❡s ❛ ❣♦♦❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ r❡❛❧ ✈♦✐❞s✱ ❛♥❞ t❤❛t ❛♥ ❡rr♦r ♦❢ ❛❜♦✉t ✺✪ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ♠❛❞❡✳
■t ✇❛s ❛❧s♦ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤✐s ❡rr♦r ♠✐❣❤t s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② r✐s❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❡①tr❡♠❡❧②
t♦rt✉♦✉s ✈♦✐❞s✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ s♣❤❡r✐❝❛❧ ✈♦✐❞s t❤❛t ✐s
❣❡♥❡r❛❧❧② ♠❛❞❡ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♠♦r♣❤♦❧♦❣②✲❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❡❧❧✐♣s♦✐❞s s❤♦✇s
❣r❡❛t ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❛ s②st❡♠❛t✐❝❛❧ tr✐❞✐✲
♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❡①❛♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ✈♦✐❞ st❛t❡ ✐s ❤❛r❞❧② ❝♦♥❝❡✐✈❛❜❧❡ ❛t ❛♥ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❧❡✈❡❧✳ ❚❤❡
✉s❡ ♦❢ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❡❧❧✐♣s♦✐❞s ❡♠❡r❣❡s ❛s ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❝❤♦✐❝❡ ❛s ✐t ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❣♦♦❞
❝♦♠♣r♦♠✐s❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❋♦r
❡①❛♠♣❧❡✱ st❛t✐st✐❝❛❧ ✐♥❞✉str✐❛❧ st✉❞✐❡s ♠✐❣❤t ♣r♦✈✐❞❡ s✉✣❝✐❡♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❡r♠s
♦❢ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳
❋✐rst✱ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧s ❛s s✉❜r♦✉t✐♥❡s ✐♥ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t
s♦❢t✇❛r❡ ❋❖❘●❊ ❬✷✵✶✶❪ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ s❡❝t✐♦♥ ♣r❡s❡♥ts ❛♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♠♦❞❡❧ ❢♦r ❛ ❝❛s❡ ♦❢ ♦♣❡♥ ❞✐❡ ❢♦r❣✐♥❣✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ s❡❝t✐♦♥ ♣r❡s❡♥ts ❛♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♠♦❞❡❧ ❢♦r ❛ ❝❛s❡ ♦❢ ❤♦t r♦❧❧✐♥❣✳ ❋♦r ❜♦t❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ♥❡✇ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✐s
s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❡①✐st✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✭t❤❡ ❙❚❇ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❩❤❛♥❣
♠♦❞❡❧ ❬❩❤❛♥❣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪✮ ❛♥❞ t♦ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛t t❤❡ ✇♦r❦♣✐❡❝❡ s❝❛❧❡✳ ❚❤❡
❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❡s ❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❛ ♣❛ss ✭♦r ❜❧♦✇✮✳ ❚❤❡✐r ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ♣❡r❝❡♥t✱
❛♥❞ ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② V♠♦❞❡❧−V❡①♣❧✐❝✐tV0 ✳
✶✺✶
❈❤❛♣t❡r ✺ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧
✺✳✷ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ✐♥ ❛ ✜♥✐t❡
❡❧❡♠❡♥t ❝♦❞❡
❚❤❡ ❙❚❇ ♠♦❞❡❧ ❝✉rr❡♥t❧② ❡①✐sts ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❋❖❘●❊ ❬✷✵✶✶❪ ❛♥❞ ✐ts ✐♠✲
♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❜r✐❡✢② r❡❝❛❧❧❡❞ ✜rst✳ ❋♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♣✉r♣♦s❡s✱ t❤❡ ❩❤❛♥❣ ♠♦❞❡❧ ✇❛s
✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛s ✇❡❧❧ ❛♥❞ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❛ s❡❝♦♥❞ ♣❛r❛❣r❛♣❤✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ♠♦❞❡❧ ❈✐❝❛♣♦r♦ ✐s ❞❡t❛✐❧❡❞✳
❚❤❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❢♦r♠ ∆V ✳ ❚❤❡ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ V t ❛t t❤❡
t✐♠❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t s❝❤❡♠❡
V t = V t−1 +∆V t, ✭✺✳✶✮
✐♥ ✇❤✐❝❤ ∆V t ✐s t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ✈♦❧✉♠❡ t❤❛t ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✱
❛♥❞ V t−1 ✐s t❤❡ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❛t ♣r❡✈✐♦✉s t✐♠❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t t− 1✳ ❆t ❡❛❝❤ t✐♠❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t t ♦❢
t❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ✈♦❧✉♠❡ ∆V t ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛t ❡✈❡r② ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥
♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤✳
❆s t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❢♦r♠✱ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ✐s r❡q✉✐r❡❞✳
❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✜❡❧❞ (V/V0)t=0 = 1 ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ♠❡s❤✳ ■t ✐s ❛❧s♦
♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❧♦❛❞ ❛ ♣r❡✈✐♦✉s ✜❡❧❞ ✭❡✳❣✳ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ♣r❡✈✐♦✉s s✐♠✉❧❛t✐♦♥✮✱ ♦r t♦ ♠❛♥✉❛❧❧②
❞❡✜♥❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ (V/V0)t=0 ♣❡r s♣❛t✐❛❧ ❛r❡❛s✳
❚❤❡ ♠♦❞❡❧s ❛❧s♦ r❡q✉✐r❡ ❛ s❡t ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ t❤❛t ❛r❡ ✜①❡❞ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢
s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳
✺✳✷✳✶ ❙tr❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t②✲❜❛s❡❞ ✭❙❚❇✮ ♠♦❞❡❧s
■♥ ❋❖❘●❊ ❬✷✵✶✶❪✱ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧
♦❢ t❤❡ str❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t② r❛t✐♦ ♦✈❡r t❤❡ ❝✉♠✉❧❛t❡❞ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t str❛✐♥✱ s✉❝❤ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥
❈❤❛♣t❡r ✶✱ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳✶✳ ❆ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧✐t② ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐s ❣✐✈❡♥ s✉❝❤ ❛s✿
∆V
V0
t
= KCTX
t∆ε¯t ∀ TX < 0, ✭✺✳✷✮
✇❤❡r❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ KC ✐s ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡r✲❞❡✜♥❡❞✳ ❆ ❞❡❢❛✉❧t ✈❛❧✉❡
KC = 5 ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ▲❛s♥❡ ❬✷✵✵✽❪✳ ❚❤✐s ✈❛❧✉❡ ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣
s✐♠♣❧❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❝❛s❡s ♦❢ ❛ ❜✐❧❧❡t ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧❧② s♣❤❡r✐❝❛❧ ✈♦✐❞✳ ❆♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✇❛s
♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r ♣♦s✐t✐✈❡ tr✐❛①✐❛❧✐t② r❛t✐♦s ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡ KC ❜② KT = 5/3✱ ♦❜t❛✐♥❡❞
❜② ❛ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❡♥s✐♦♥ ❝❛s❡s✳
■t ✇❛s s❤♦✇♥ t❤❛t ❊q✳ ✺✳✷ ✇✐t❤ KC = 5 ✐s r♦✉❣❤❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ♦❢ ❑❛❦✐✲
♠♦t♦ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✵❪✳ ❚❤✐s ❝r✐t❡r✐♦♥ st❛t❡s t❤❛t ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡ ✐s r❡❛❝❤❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡
Q =
´ ε¯
0 (−TX)dε¯ ≥ 0.21✳
■♥ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s✱ ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ str❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t②✱ ♦♥❧②✳ ❚❤❡②
✇✐❧❧ ❜❡ ❝❛❧❧❡❞ str❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t②✲❜❛s❡❞ ✭❙❚❇✮ ♠♦❞❡❧s ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢
t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❋❖❘●❊ ❬✷✵✶✶❪ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞✳
❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ ❙❚❇ ♠♦❞❡❧ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ❇✳✶✳
✺✳✷✳✷ ❩❤❛♥❣ ♠♦❞❡❧
❚❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❩❤❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❪ ✇❛s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛s t❤❡ ❝✉rr❡♥t❧② ♠♦st
❛❝❝✉r❛t❡ ❡①✐st✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♠✐❝r♦✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s
t❤❛t ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❉✉✈❛ ❛♥❞ ❍✉t❝❤✐♥s♦♥ ❬✶✾✽✹❪ ❢♦r t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ s♣❤❡r❡
✐♥ ❛ ✈✐s❝♦♣❧❛st✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧ ✭✇✐t❤♦✉t ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ✈♦✐❞ ❞✉r✐♥❣
✶✺✷
✺✳✷ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ✐♥ ❛ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❝♦❞❡
❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✮✳ ❈♦rr❡❝t✐✈❡ t❡r♠s ✇❡r❡ ❛❞❞❡❞ ❜② ❩❤❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❪ ✉s✐♥❣ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❢♦✉r ♣❛r❛♠❡t❡rs q1✱ q2✱ q3 ❛♥❞ q4 ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ s❤❛♣❡
♦❢ t❤❡ s♣❤❡r❡ ❞✉r✐♥❣ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛ss✉♠❡s t❤❛t t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✈♦✐❞ s❤❛♣❡
❞✉r✐♥❣ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝✉♠✉❧❛t❡❞ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t str❛✐♥✱ ♦♥❧②✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs
✇❡r❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ ❛♥ ❘❱❊ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧❧② s♣❤❡r✐❝❛❧
✈♦✐❞✳ ❚❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ✈♦❧✉♠❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✿
∆V
V
= − [f(m∗, TX)− q1TX + 3q2ε¯2 + 5q3ε¯4 + q4]∆ε¯. ✭✺✳✸✮
✇❤❡r❡ q1, q2, q3 ❛♥❞ q4 ❛r❡ ❝♦rr❡❝t✐✈❡ t❡r♠s ❛♥❞ ❛r❡ t❛❜✉❧❛t❡❞ ❢♦r s❡✈❡r❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ m∗ ✐♥
❩❤❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❪✱ ❛♥❞ f(m∗, TX) ✐s ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜②✿
f(m∗, TX) =
3
2
(
− 3
2n∗
TX +
(n∗ − 1)(5n∗ + 2)
5(n∗)2
)n∗
✇✐t❤n∗ =
1
m∗
. ✭✺✳✹✮
❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ ❩❤❛♥❣ ♠♦❞❡❧ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ❇✳✷✳
❚❤❡ ♠♦❞❡❧ t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ t♦ ❛ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r m∗✳ ❚❤✐s ♠❛t❡r✐❛❧
♣❛r❛♠❡t❡r ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ str❛✐♥✲r❛t❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ✈✐s❝♦✲♣❧❛st✐❝
♠❛t❡r✐❛❧ ✇✐t❤♦✉t str❛✐♥ ❤❛r❞❡♥✐♥❣✳
■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧s ✇✐t❤ str❛✐♥ ❤❛r❞❡♥✐♥❣✱ s♦❢t❡♥✐♥❣✱ ♦r ❢✉rt❤❡r ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❜❡✲
❤❛✈✐♦✉rs✱ t❤❡ ❩❤❛♥❣ ♠♦❞❡❧ ✐s ✉♥❞❡✜♥❡❞✳ ❋✉rt❤❡r ✇♦r❦✱ ❛s t❤❡ ♦♥❡ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝t
♦❢ str❛✐♥ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ✭s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✶✮ ✐s r❡q✉✐r❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ♣r❡❞✐❝t t❤❡ q✉❛♥t✐✲
t❛t✐✈❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ t♦ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤✐s ✇❛s ♥♦t ♣✉rs✉❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ❛s t❤❡
q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ✇❛s s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ❛♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧
st❛t❡✳
◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ str❛✐♥ ❤❛r❞❡♥✐♥❣✱ t❤❡ ✐♥✲
✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs s❡❡♠❡❞ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ m∗ t❤❛t ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
✐♥ t❤❡ ❩❤❛♥❣ ♠♦❞❡❧✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ✈❛❧✉❡ ♦❢ m∗ ♠❛② r❡❛s♦♥❛❜❧② ❜❡ ❝❤♦s❡♥
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❩❤❛♥❣ ♠♦❞❡❧✱ ✐♥ ❛ ✜rst✲♦r❞❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡
❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛r❜✐tr❛r② ✈❛❧✉❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ♠❛❞❡ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✶✳
◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ✈♦❧✉♠❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ∆V/V ✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ✐♥❝r❡✲
♠❡♥t❛❧ ✈♦❧✉♠❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ❙❚❇ ♠♦❞❡❧ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s V/V0✳ ❲❤❡♥ ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ❜♦t❤
♠♦❞❡❧s ✉♥❞❡r ❝♦♥st❛♥t ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭TX = ❝♦♥st❛♥t✮✱ t❤❡ ❩❤❛♥❣ ♠♦❞❡❧ ❡①❤✐❜✐ts
❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❙❚❇ ♠♦❞❡❧ ❡①❤✐❜✐ts ❛ ❧✐♥❡❛r ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳
✺✳✷✳✸ ◆❡✇ ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡ ♠♦❞❡❧ ❈✐❝❛♣♦r♦
❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ♣r❡✈✐♦✉s ❞✐s❝✉ss✐♦♥✱ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ❛ ✈♦✐❞ V ❤❛s ♥♦
✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ ✐ts ❝❧♦s✉r❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ✈♦✐❞ ❡①❤✐❜✐ts
❛ ✜rst✲♦r❞❡r ✐♥✢✉❡♥❝❡✳ ■♥ t❤❡ ❩❤❛♥❣ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❝♦rr❡❝t✐✈❡ t❡r♠s ❛r❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ s❤❛♣❡ ❝❤❛♥❣❡ ❞✉r✐♥❣ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊q✳ ✺✳✸ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛❧s♦ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❛❜s♦❧✉t❡ ✈♦❧✉♠❡ V ♦❢ t❤❡ ✈♦✐❞✳
■♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♥❡✇ ♠♦❞❡❧ ❈✐❝❛♣♦r♦✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ V/V0 ✇❛s ♣r❡❢❡rr❡❞✳ ❚❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ s❤❛♣❡ ❞✉r✐♥❣ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧♦s✉r❡
❝♦❡✣❝✐❡♥t C✳
✶✺✸
❈❤❛♣t❡r ✺ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧
❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❢♦r♠ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✿
∆V
V0
= [B + 2Cε¯] ∆ε¯, ✇✐t❤


B =
3∑
i=1
2∑
j=0
1∑
k=0
bjk(TX)
k(γi)
jpi
C =
3∑
i=1
2∑
j=0
2∑
k=0
cjk(TX)
k(γi)
jpi,
✭✺✳✺✮
✇✐t❤ TX t❤❡ str❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t② r❛t✐♦✱ γi = 3
√
V0/ri t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❛♥❞ pi t❤❡
♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥ts bjk ❛♥❞ cjk ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥
t❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥t✐❛❧ ❛♣♣❡♥❞✐① ❉✳✶✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ str❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t② T tX ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛t ❡❛❝❤
✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t ❛♥❞ ✐♥❝r❡♠❡♥t t✐♠❡✳
■♥✐t✐❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❚❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♣❛r❛♠❡t❡rs γi ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ t❤r❡❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❞✐✲
♠❡♥s✐♦♥s r1✱ r2 ❛♥❞ r3✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ r1✱ r2 ❛♥❞ r3 ❛r❡ s❡t ❜② t❤❡ ✉s❡r ❛s ✐♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡rs
✐♥ t❤❡ s✉❜r♦✉t✐♥❡✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳
■♥✐t✐❛❧ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❱♦✐❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ ❞❡✜♥❡❞ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡
❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❜❛s✐s ✉s✐♥❣ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✈❡❝t♦rs ( ★✥✔u1, ★✥✔u2, ★✥✔u3) ♦❢ t❤❡ ✈♦✐❞✳ ❚❤❡s❡ ✈❡❝t♦rs
❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❡✐❣❡♥✲✈❡❝t♦rs ♦❢ t❤❡ ✐♥❡rt✐❛ ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ ✈♦✐❞✱ ❛s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡✜♥❡❞ ✐♥
❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❙❡✈❡r❛❧ ♠❡t❤♦❞s ♠❛② ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡s❡ t❤r❡❡ ✈❡❝t♦rs✳
❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤r❡❡ r♦t❛t✐♦♥s ❛♥❣❧❡s θX ✱ θY ❛♥❞ θZ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ❤❡r❡✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧
❜❛s✐s ( ★✔ex, ★✔ey, ★✔ez)✱ t❤❡ ✈♦✐❞ ❝❛♥ ❜❡ ♦r✐❡♥t❡❞ t♦✇❛r❞s ❛♥② s♣❛t✐❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❜② ✐♠♣♦s✐♥❣ s✉❝✲
❝❡ss✐✈❡ r♦t❛t✐♦♥s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ★✔ex✱ ★✔ey ❛♥❞ ★✔ez ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ t❤r❡❡ ✈❡❝t♦rs ( ★✥✔u1, ★✥✔u2, ★✥✔u3) ❝❛♥
❜❡ ❞✐r❡❝t❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤r❡❡ r♦t❛t✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞
♠❡t❤♦❞ ♠✐❣❤t ❜❡ ❡❛s✐❧② ♠♦❞✐✜❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✉s❡rs✬ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡✳ ❉✐✛❡r❡♥t ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥s r❡✲
❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡ r♦t❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❊✉❧❡r ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✳ ■t
✐s ❛❧s♦ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s❡t ❞✐r❡❝t❧② t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t✇♦ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ✈❡❝t♦rs ( ★✥✔u1, ★✥✔u2, ★✥✔u3)✳ ■♥ t❤❡
❧❛tt❡r✱ ❛tt❡♥t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ♣❛✐❞ ♦♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦rs ✇❤❡♥ s❡tt✐♥❣ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳
❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠❡s♦✲s❝❛❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs
p1, p2, p3 ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✈♦✐❞✬s ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✈❡❝t♦rs ❛♥❞ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞✐✲
r❡❝t✐♦♥✳ ❨❡t✱ t❤❡ ❧❛tt❡r ♠❛② ✈❛r② ✐♥ t✐♠❡ ❛♥❞ s♣❛❝❡ ❞✉r✐♥❣ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳
❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ✐♥❝r❡♠❡♥t t ❛♥❞ ❛t ❡❛❝❤ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥
♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤✳ ❇② ❞✐❛❣♦♥❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ str❛✐♥✲r❛t❡ t❡♥s♦r✱ t❤❡ ❡✐❣❡♥✲✈❡❝t♦rs ✭ ★✔e1t, ★✔e2t, ★✔e3t✮
❛♥❞ ❡✐❣❡♥✲✈❛❧✉❡s εt1, ε
t
2, ε
t
3 ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❚❤❡② ❛r❡ s♦rt❡❞ s✉❝❤ t❤❛t ε
t
1 ≤ εt2 ≤ εt3✳
❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣❧❛st✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧✱ εt1 + ε
t
2 + ε
t
3 = 0✳ ❚❤❡ ❧♦✇❡st
❡✐❣❡♥✲✈❛❧✉❡ ✐s t❤✉s ♥❡❣❛t✐✈❡ εt1 ≤ −(εt2+εt3) ≤ 0✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✳
❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ★✔e1t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳
❚❤❡ t❤r❡❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝❛♥ t❤✉s ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛t ❡❛❝❤ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t ❜②✿
pt1 = (
★✥✔u1.
★✔e1
t)2,
pt2 = (
★✥✔u2.
★✔e1
t)2,
pt3 = (
★✥✔u3.
★✔e1
t)2,
✭✺✳✻✮
✇❤❡r❡ ★✔ui ❛r❡ t❤❡ ❡✐❣❡♥✲✈❡❝t♦rs ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈♦✐❞✳
✶✺✹
✺✳✸ ❈❛s❡ ♦❢ ♦♣❡♥ ❞✐❡ ❢♦r❣✐♥❣
❈❤❛♥❣❡ ♦❢ ✈♦✐❞ s❤❛♣❡ ❞✉r✐♥❣ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❆s t❤❡ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧s ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❡✈♦✲
❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦♥❧②✱ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❣❡♦♠❡tr② ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈♦✐❞ ❛r❡ ♥♦t
❦♥♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ✈♦✐❞✲❢r❡❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ■♥ t❤❡ ♥❡✇ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❈✐❝❛♣♦r♦✱ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈♦✐❞ ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ t❡r♠ Cε¯ ♦❢ ❊q✳ ✺✳✺✳
■t ✐s t❤✉s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❝✉♠✉❧❛t❡❞ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t str❛✐♥✱ ✐♥✐t✐❛❧ ❣❡♦♠❡tr②✱ ❛♥❞ ❝✉rr❡♥t str❡ss
tr✐❛①✐❛❧✐t② r❛t✐♦✳ ■♥ t❤❡ ❩❤❛♥❣ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ s❤❛♣❡ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡
❡q✉✐✈❛❧❡♥t str❛✐♥ ♦♥❧②✳ ❚❤❡ ❙❚❇ ♠♦❞❡❧ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r t❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳
❍♦✇❡✈❡r t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ C ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥st❛♥ts cjk t❤❛t ✇❡r❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ✉♥❞❡r
✉♥✐❢♦r♠ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❜❡✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t ✐♥ t❤❡ ❘❱❊ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✮✳
❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ✐t ✐s r❛t❤❡r ❣♦♦❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡s ✇✐t❤ ❛❧♠♦st
✉♥✐❢♦r♠ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❜✉t ♠✐❣❤t ❜❡❝♦♠❡ ❛ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♠✉❧t✐✲♣❛ss ♣r♦❝❡ss❡s✱
❛s t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♠❛② s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✈❛r②✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡tt❡r ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ s❤❛♣❡ ❞✉r✐♥❣ ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✐t ✇♦✉❧❞
❜❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈♦✐❞✳ ❚❤✐s ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥
♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s t♦ t❤✐s ✇♦r❦ ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❞♦❝✉♠❡♥t✳
❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ❇✳✸✳
✺✳✸ ❈❛s❡ ♦❢ ♦♣❡♥ ❞✐❡ ❢♦r❣✐♥❣
❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❣✐✈❡s s❡✈❡r❛❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❝❛s❡s r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ♥❡✇ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡ss
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❛ ❝❛s❡ ♦❢ ♠✉❧t✐✲❜❧♦✇ ♦♣❡♥ ❞✐❡ ❢♦r❣✐♥❣ ❛♥❞ ✇❛s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ■♥❞✉st❡❡❧✳
❚❤❡ ✇♦r❦♣✐❡❝❡ ✐s ❛ ❜♦tt♦♠✲❝❛st ✐♥❣♦t ❛♥❞ ✐s ❞❡❢♦r♠❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ✈❡rt✐❝❛❧ ❤❛♠♠❡r✲❞✐❡
❛♥❞ ❛ ✢❛t✲❞✐❡✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✺✳✶✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ♣❛ss❡s✳ ❊❛❝❤ ♣❛ss
❤❛s ❛ ♣r♦♣❡r ❤❡✐❣❤t r❡❞✉❝t✐♦♥ r❛t✐♦ ∆H/H0✱ ❛♥❞ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ s❡✈❡r❛❧ ❜❧♦✇s ❛t ❞✐✛❡r❡♥t
♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦♣✐❡❝❡✳
❚❤❡ ✜rst ♣❛ss ✐s ❛♥ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣❛ss✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥✈♦❧✈❡s ✈❡r② ❧♦✇ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳
❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ✐t s❤♦✇s r❛t❤❡r ❧♦✇ ✐♥t❡r❡st ❢♦r st✉❞②✐♥❣ ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡✱ ❛♥❞ ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡
❞✐s❝✉ss❡❞✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛ss ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t r❡❞✉❝t✐♦♥ r❛t✐♦
✭∆H/H0 = 0.27✮✳ ■t ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥ t❤r❡❡ ❜❧♦✇s ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐♥❣♦t✳ ❚✇♦ ♦❢
t❤❡ t❤r❡❡ ❜❧♦✇s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t s❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❛r❡ ♥♦t❡❞ ❜❧♦✇ ✶ ❛♥❞ ❜❧♦✇ ✷
✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✜❣✉r❡s✳ ❚❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦♣✐❡❝❡ ❞✉r✐♥❣ ❜❧♦✇ ✶ ❛♥❞ ❜❧♦✇ ✷ ✐s
✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✷✳
❱❛r✐♦✉s ✐♥✐t✐❛❧ ✈♦✐❞ st❛t❡s ✇❡r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛♥❞ ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡✳ ✺✳✶✳ ❋♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t
❡①♣❧✐❝✐t ♠❡s❤❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ✈♦✐❞s ✇❡r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞✳
• ❊①♣❧✐❝✐t ❝❛s❡ ✶ ❝♦♥t❛✐♥s t❤r❡❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ ✈♦✐❞s✳ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ✈♦✐❞s ❛r❡ st✉❞✐❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ ✈❡r✐❢② t❤❡ r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ♠♦❞❡❧ ❈✐❝❛♣♦r♦ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❙❚❇ ❛♥❞ t❤❡
❩❤❛♥❣ ♠♦❞❡❧✱ ❛s ❜♦t❤ ❙❚❇ ❛♥❞ ❩❤❛♥❣ ♠♦❞❡❧s ✇❡r❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r s♣❤❡r✐❝❛❧ ✈♦✐❞s✳
❚❤❡♥✱ ❡❧❧✐♣s♦✐❞❛❧ ✈♦✐❞s ❛r❡ ✐♥s❡rt❡❞ ❛t ✈❛r✐♦✉s ❧♦❝❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✐♥❣♦t ✐♥ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t
❝❛s❡s ✷✱ ✸ ❛♥❞ ✹✳
• ■♥ ❝❛s❡ ✷✱ ❛❧❧ ❡❧❧✐♣s♦✐❞s ❛r❡ ♦r✐❡♥t❡❞ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡✐r ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✈❡❝t♦rs ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✇✐t❤
t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❜❛s✐s ( ★✥✔u1, ★✥✔u2, ★✥✔u3) = ( ★✔ex, ★✔ey, ★✔ez)✳
• ■♥ ❝❛s❡ ✸✱ ❛❧❧ ❡❧❧✐♣s♦✐❞s ❛r❡ ♦r✐❡♥t❡❞ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡✐r ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✈❡❝t♦rs ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s
( ★✥✔u1,
★✥✔u2,
★✥✔u3) = (
★✔ez,
★✔ey,− ★✔ex)✱ ✐✳❡✳ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛ r♦t❛t✐♦♥ ♦❢ ✾✵✝❛r♦✉♥❞ ★✔ey✳
• ■♥ ❝❛s❡ ✹✱ ✈❛r✐♦✉s ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥✳
◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❢♦r t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❝❛s❡s ❛r❡ r❛t❤❡r ❤✐❣❤ ✭s❡❡
❚❛❜❧❡ ✺✳✶✮✳
✶✺✺
❈❤❛♣t❡r ✺ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧
❚❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ✈♦✐❞✲❢r❡❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❝❛s❡s
♥❛t✉r❛❧❧② r❡q✉✐r❡ ❧♦♥❣❡r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡s✱ ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ♠❡s❤ ✐s
❧❛r❣❡r✳ ❍❛♥❞❧✐♥❣ ♦❢ s❡❧❢✲❝♦♥t❛❝t ❛❧s♦ ✐♥✈♦❧✈❡s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡✳
❚❤❡ ❜❡♥❡✜t ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ r♦s❡ ✉♣ t♦ ❛ ❢❛❝t♦r ✷✸ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✈♦✐❞✲❢r❡❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❝❛s❡ ✷✳
❚❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ V/V0 ❛r❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✈♦✐❞✲❢r❡❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ s❡♥s♦rs
❛t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ✈♦✐❞s ✐♥ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ■t ✐s
✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ s♣❤❡r✐❝❛❧ ✈♦✐❞s✳
❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❱♦✐❞s ❖r✐❡♥t❛t✐♦♥ ◆❜ ❡❧❡♠❡♥ts ❈P❯ t✐♠❡ ❚♦t❛❧ ❈P❯ t✐♠❡
❊①♣❧✐❝✐t ❝❛s❡ ✶ ✸ s♣❤❡r❡s ✕ ✶✽✵ ✵✵✵ ✸ ❤♦✉rs ✸✵ ♠✐♥ ✶ ❞❛② ✶✽ ❤♦✉rs
❊①♣❧✐❝✐t ❝❛s❡ ✷ ✺ ❡❧❧✐♣s♦✐❞s ( ★✔ex, ★✔ey, ★✔ez) ✷✻✻ ✵✵✵ ✶✺ ❤♦✉rs ✷✵ ♠✐♥ ✼ ❞❛②s ✶✻ ❤♦✉rs
❊①♣❧✐❝✐t ❝❛s❡ ✸ ✺ ❡❧❧✐♣s♦✐❞s ( ★✔ez, ★✔ey,− ★✔ex) ✷✺✻ ✵✵✵ ✶✷ ❤♦✉rs ✺✵ ♠✐♥ ✻ ❞❛②s ✶✵ ❤♦✉rs
❊①♣❧✐❝✐t ❝❛s❡ ✹ ✺ ❡❧❧✐♣s♦✐❞s ✈❛r✐♦✉s ✷✺✾ ✵✵✵ ✺ ❤♦✉rs ✷✵ ♠✐♥ ✷ ❞❛②s ✶✻ ❤♦✉rs
❱♦✐❞✲❢r❡❡ ✕ ✕ ✼✵ ✵✵✵ ✹✵ ♠✐♥ ✽ ❤♦✉rs
❚❛❜❧❡ ✺✳✶✿ P❡r❢♦r♠❡❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❝❛s❡ ♦❢ ♦♣❡♥ ❞✐❡ ❢♦r❣✐♥❣✱ ♣❡r❢♦r♠❡❞
✉s✐♥❣ ✶✷ ❈P❯s ✭✸●❍③✱ ✷✹●♦ ❘❆▼✮✳
■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ ♦♥❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s
❝❤❛♣t❡r ❢♦r t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✳ ■t ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❍❛♥s❡❧✲❙♣✐tt❡❧ ❧❛✇ ✇❤✐❝❤ ✐s r❡❝❛❧❧❡❞
❤❡r❡✿
σ0 = A (ε¯+ ε0)
n ˙¯εmem4/(ε¯+ε0), ✭✺✳✼✮
✇❤❡r❡ A = 31.23 ▼P❛ ✐s t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❛t t❤❡ ❣✐✈❡♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ m = 0.153
t❤❡ str❛✐♥✲r❛t❡ s❡♥s✐t✐✈✐t②✱ n = −0.135,m4 = −0.055 t❤❡ str❛✐♥ ❤❛r❞❡♥✐♥❣✴s♦❢t❡♥✐♥❣ ❝♦❡❢✲
✜❝✐❡♥ts✱ ❛♥❞ ε0 = 0.025 ❛ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ t❡r♠ t❤❛t ❡♥❛❜❧❡s ✐♥✐t✐❛❧ r✐❣✐❞✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳
✺✳✸✳✶ ❈❛s❡ ♦❢ s♣❤❡r✐❝❛❧ ✈♦✐❞s
❚❤❡ ✇♦r❦♣✐❡❝❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤r❡❡ ❡①♣❧✐❝✐t s♣❤❡r✐❝❛❧ ✈♦✐❞s ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶❛✳ ■t ✐s
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ✈♦✐❞✲❢r❡❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶❜✳ ❆s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✱ ✈♦✐❞
❝❧♦s✉r❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐s ♠❛❞❡ ❛t ❡❛❝❤ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦♣✐❡❝❡✱ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ✜❡❧❞s ♦❢
♣r❡❞✐❝t❡❞ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❛t ❛♥② ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤ ✭❜② ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✮✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❜t❛✐♥❡❞
❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ❢♦r ❛ ❢❡✇ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦♥❧②✳ ❚❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❛r❡
❞❡✜♥❡❞ ✉s✐♥❣ s❡♥s♦rs ✭✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✉s✐♥❣ r❡❞ ♣♦✐♥ts ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶❜✮✱ ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡
♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ✈♦✐❞s ❝❡♥t❡r t❤❛t ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶❛✳
❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ x ❛❜s❝✐ss❛✱ ♣♦s✐t✐♦♥ ✶ ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❧♦❝❛t❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ❤❛♠♠❡r✲❞✐❡
❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✜rst ❜❧♦✇✱ ✇❤❡r❡❛s ♣♦s✐t✐♦♥ ✸ ✐s r♦✉❣❤❧② ❧♦❝❛t❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ❤❛♠♠❡r✲❞✐❡ ❞✉r✐♥❣
t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❜❧♦✇✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ♣♦s✐t✐♦♥ ✷ ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ t✇♦ ♣♦s✐t✐♦♥s✳ P♦s✐t✐♦♥ ✶
❛♥❞ P♦s✐t✐♦♥ ✷ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❧♦❝❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡❛s ♣♦s✐t✐♦♥ ✸ ✐s ❧♦❝❛t❡❞ s❧✐❣❤t❧② ❧♦✇❡r✳
❉✐♠❡♥s✐♦♥s ❛r❡ ❡①♣r❡ss❧② ♥♦t ❣✐✈❡♥ ❢♦r ❝♦♥✜❞❡♥t✐❛❧✐t② r❡❛s♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❞❛t❛✳
❘❡s✉❧ts
❚❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✸✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s t❤❛t ✇❡r❡
♠❡❛s✉r❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ✉s✐♥❣ ❞♦ts✳ ❚❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ t❤❛t ✇❛s
♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♠♦❞❡❧ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ✇✐t❤ ❧✐♥❡s✳ ❚❤❡ ❙❚❇ ♠♦❞❡❧ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❜❧❛❝❦
❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❧✐♥❡✳ ❚❤❡ ❩❤❛♥❣ ♠♦❞❡❧ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ✉s✐♥❣ ❞❛s❤❡❞ ❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡s✱ ❢♦r t❤r❡❡ ✈❛r✐♦✉s
✈✐rt✉❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rm∗ = 0.1✱ m∗ = 0.3 ❛♥❞m∗ = 0.5✳ ❚❤❡ ♥❡✇ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥
♠♦❞❡❧ ❈✐❝❛♣♦r♦ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ r❡❞ ❧✐♥❡✳
✶✺✻
✺✳✸ ❈❛s❡ ♦❢ ♦♣❡♥ ❞✐❡ ❢♦r❣✐♥❣
❍❛♠♠❡r✲❞✐❡
❋❧❛t✲❞✐❡
P♦s✸
P♦s✷
P♦s✶
✭❛✮ ❊①♣❧✐❝✐t ❝❛s❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ✸ s♣❤❡r✐❝❛❧ ✈♦✐❞s
✭❜✮ ❱♦✐❞✲❢r❡❡ ❝❛s❡ ✇✐t❤ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✿ ❈✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s ❢r♦♠ t❤❡ t✇♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛t ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ P❆❙❙✷ ✕ ❜❧♦✇ ✶✳
✶✺✼
❈❤❛♣t❡r ✺ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧
✸
✷ ✶
✭❛✮ P❛ss ✷ ✕ ❇❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ❜❧♦✇ ✶
✭❜✮ P❛ss ✷ ✕ ❊♥❞ ♦❢ ❜❧♦✇ ✶
✭❝✮ P❛ss ✷ ✕ ❇❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ❜❧♦✇ ✷
~ez
~ey ~ex
✭❞✮ P❛ss ✷ ✕ ❊♥❞ ♦❢ ❜❧♦✇ ✷
❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✿ ❊q✉✐✈❛❧❡♥t str❛✐♥ ✐♥ t❤❡ ✇♦r❦♣✐❡❝❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ s♣❤❡r✐❝❛❧ ✈♦✐❞s ❞✉r✐♥❣ P❆❙❙ ✷✳
✶✺✽
✺✳✸ ❈❛s❡ ♦❢ ♦♣❡♥ ❞✐❡ ❢♦r❣✐♥❣
❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✐ts ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❩❤❛♥❣ ♠♦❞❡❧ ✐s ✉♥❞❡✜♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♠❛t❡r✐❛❧✱ ❛s ✐ts
❜❡❤❛✈✐♦✉r ❝♦♥t❛✐♥s str❛✐♥✲r❛t❡ s❡♥s✐t✐✈✐t②✱ str❛✐♥ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ❛♥❞ str❛✐♥ s♦❢t❡♥✐♥❣✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
❛s ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ❛❜♦✈❡✱ ❛ ✈✐rt✉❛❧ ✈❛❧✉❡m∗ ❝❛♥ r❡❛s♦♥❛❜❧② ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ✜rst✲
♦r❞❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡❣❛r❞✐♥❣
♠❛t❡r✐❛❧ ✐♥✢✉❡♥❝❡✳ ❚❤✉s✱ s❡✈❡r❛❧ ❛r❜✐tr❛r② ✈✐rt✉❛❧ ✈❛❧✉❡s ✇❡r❡ ❞❡✜♥❡❞ m∗ = 0.1✱ m∗ = 0.3
❛♥❞ m∗ = 0.5 ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜s❡r✈❡ ✇❤❡t❤❡r ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✜♥❞ ♦✉t ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤✐s
❝❛s❡✳
❊①♣❧✐❝✐t ✈♦❧✉♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥s ▲❡t ✉s ✜rst ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡s t❤❛t ✇❡r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❢r♦♠ t❤❡
❡①♣❧✐❝✐t s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣❧♦tt❡❞ ✉s✐♥❣ ❜❧❛❝❦ ❞♦ts ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✸✳ ❆t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥
♣❛ss ✭P❆❙❙✶✮✱ ❛ ✈❡r② ❧♦✇ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥
t♦ ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡ ♦❝❝✉rs ❞✉r✐♥❣ P❆❙❙✷✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛♥❛❧②s✐s ✐s t❤✉s ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ P❆❙❙✷✱
❜❧♦✇s ✶ ❛♥❞ ✷✱ ✐✳❡✳ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ t = 26− 85 s✳ ❚❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❜❧♦✇ ✶ ❛♥❞ ❜❧♦✇
✷ ♦❝❝✉rs ❛t t ❂ ✺✼ s✳
❚❤❡ ♠❛✐♥ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❛t ♣♦s✐t✐♦♥ ✶ ♦❝❝✉rs ❞✉r✐♥❣ ❜❧♦✇ ✶✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥
r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❛t ♣♦s✐t✐♦♥ ✸ ♦❝❝✉rs ❞✉r✐♥❣ ❜❧♦✇ ✷✳ ❆t ♣♦s✐t✐♦♥ ✷✱ ❜❧♦✇ ✶ ❛♥❞
❜❧♦✇ ✷ r♦✉❣❤❧② ❜r✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s ❞✐r❡❝t❧② ❞✉❡
t♦ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✇♦r❦♣✐❡❝❡✱ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ✈♦✐❞ ✐s ♣❧❛❝❡❞ ✐♥ ❛ ❞❡❢♦r♠❡❞ ③♦♥❡ ♦r ♥♦t✳
❉❡❢♦r♠❡❞ ③♦♥❡s ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ❤❛♠♠❡r✲❞✐❡ ❞✉r✐♥❣ ❡❛❝❤ ❜❧♦✇ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✺✳✷✮✳
❚❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❧♦❛❞✐♥❣ ♣❛t❤s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✹✳ ❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥s
♦❢ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t str❛✐♥ ❝♦♥✜r♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s r❡♠❛r❦s✳ ❆t ♣♦s✐t✐♦♥ ✶ t❤❡ ♠❛✐♥ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥
♦❝❝✉rs ❞✉r✐♥❣ ❜❧♦✇ ✶✳ ❆t ♣♦s✐t✐♦♥ ✸✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rs ❞✉r✐♥❣ ❜❧♦✇ ✷✳ ❆t
♣♦s✐t✐♦♥ ✷✱ ❛ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❞✉r✐♥❣ ❜❧♦✇s ✶ ❛♥❞ ✷✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡
♣r♦✜❧❡ ♦❢ str❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t② r❛t✐♦ s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❞❡❝r❡❛s❡s ❞✉r✐♥❣ ❡❛❝❤ ❜❧♦✇✳ ❚❤❡ ♠♦st
❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ t❤✉s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❡❛❝❤ ❜❧♦✇✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❧❡ss ❝♦♠♣r❡ss✐✈❡
✈❛❧✉❡s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ❡❛❝❤ ❜❧♦✇✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ❜❧♦✇ ✷✳
❚❤✐s ✐s ✐♥ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✸
❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ❜❧♦✇ ✷✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♠❡s❤ s✐③❡ t❤❛t ✇❛s ❞❡✜♥❡❞ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ✈♦✐❞s✱ ❛ s❧✐❣❤t ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t✐♦♥
♦❢ ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡ ♠❛② ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② st✉❞② t❤❛t ✇❛s
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷✱ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✳✶✱ t❤❡ ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠✐❣❤t ♥♦t ❡①❝❡❡❞ ❛ ❢❡✇ ♣❡r❝❡♥t✳
❈❤♦✐❝❡ ♦❢ ❛ ✈✐rt✉❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r m∗ ❢♦r t❤❡ ❩❤❛♥❣ ♠♦❞❡❧ ❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡
♦❢ m∗ ❝❛♥♥♦t ❜❡ str✐❝t❧② ❞❡✜♥❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❚❤❡ s❡✈❡r❛❧ ✈✐rt✉❛❧
✈❛❧✉❡s ♦❢ m∗ t❤❛t ✇❡r❡ ✉s❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ♥♦✇✳
❱❡r② ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥❡✇ ♠♦❞❡❧ ❈✐❝❛♣♦r♦ ❛♥❞ t❤❡ ❩❤❛♥❣ ♠♦❞❡❧
✉s✐♥❣ t❤❡ ✈✐rt✉❛❧ ✈❛❧✉❡m∗ = ✵✳✸ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✺✳✸✮✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t
❝❛s❡ ✐s ❛❜♦✉t ✷✸✪✳ ❚❤✐s ❝♦♠♠♦♥ ❞✐sr❡♣❛♥❝② ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❜♦t❤ ♠♦❞❡❧s
❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ s✐♠✐❧❛r ❛ss✉♠♣t✐♦♥s r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡✐r ❝♦♠♠♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛t t❤❡ ♠❡s♦✲s❝❛❧❡✳
■t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐❝✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ✈✐rt✉❛❧ ✈❛❧✉❡ m∗ = 0.5 ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❧♦✇❡r ❞✐s❝r❡♣❛♥❝②✳ ◆❡✈✲
❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ❣❛✐♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✜♥❛❧ ✈♦❧✉♠❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐s r❛t❤❡r ♠♦❞❡r❛t❡✱ ❛s ✐t r❡❞✉❝❡s t❤❡
❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ♦❢ ❛❜♦✉t ✺✪ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♥❡✇ ♠♦❞❡❧ ❈✐❝❛♣♦r♦✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡
❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❛ ✈❛❧✉❡ m∗ = 0.1 ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ♦❢ ❛❜♦✉t ✶✺✪✳
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❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❝❛s❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡
❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ ❛ ✈❛❧✉❡ ✇♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❡①♣❧✐❝✐t ❝❛s❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥s✉r❡ ✐ts
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t str❛✐♥ ❛♥❞ str❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t② r❛t✐♦ ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t
♣♦s✐t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✇♦r❦♣✐❡❝❡✳
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❈❤❛♣t❡r ✺ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧
❈❤❛♥❣❡ ♦❢ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ✈♦✐❞s ❚❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ t❤❛t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❙❚❇ ♠♦❞❡❧ s❤♦✇s
r❛t❤❡r ❧❛r❣❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛❝t✉❛❧ ✈♦❧✉♠❡ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳
❚❤❡ ❙❚❇ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝ts ❛ q✉❛s✐✲❝♦♠♣❧❡t❡ ❝❧♦s✉r❡ ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ ♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❱♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡ ✐s
t❤❡r❡❢♦r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ♦✈❡r❡st✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❙❚❇ ♠♦❞❡❧ ✭❛❜♦✉t ✺✼✪✮✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤✐s ♠♦❞❡❧
✇❛s ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ✉s✐♥❣ s♣❤❡r✐❝❛❧ ✈♦✐❞s✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡
❙❚❇ ♠♦❞❡❧ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ✈♦✐❞s ❞✉r✐♥❣ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡
❞✐s❝r❡♣❛♥❝② t❤✉s ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ❝✉♠✉❧❛t❡❞ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t str❛✐♥✳
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❈❤❛♥❣❡ ♦❢ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ■♥ t❤❡ ♥❡✇ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❈✐❝❛♣♦r♦ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡
❩❤❛♥❣ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ✈♦✐❞ ✇❛s ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❘❱❊s
t❤❛t ✇❡r❡ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞❡❢♦r♠❡❞✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ✐t ♠✐❣❤t ♣r❡s❡♥t ❝❡rt❛✐♥ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ✐♥
t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠ ❧♦❛❞✐♥❣s✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♣♦s✐t✐♦♥ ✸✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛①✐s
r❡♠❛✐♥s r❛t❤❡r ❝♦❧✐♥❡❛r t♦ ★✔ez✱ ❛s ✐t ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ❤❛♠♠❡r✲❞✐❡ ✭❞✉r✐♥❣ ❜❧♦✇ ✷✮✳ ■♥
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❡①♣❧✐❝✐t ❝❛s❡✱ ❛♥❞ ❝♦♥tr✐❜✉t❡s t♦ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝②✳
❚❤✐s ❡✛❡❝t ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❈ ✉s✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ ❡①tr❡♠❡ ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠ ❧♦❛❞✐♥❣s ♦♥ ❛
s♣❤❡r✐❝❛❧ ✈♦✐❞✳ ❚❤❡ ❢❛❝t ♦❢ s✇✐t❝❤✐♥❣ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r❧② t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②
♠♦❞✐✜❡s t❤❡ ✈♦✐❞ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✱ ❞✉❡ t♦ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t s❤❛♣❡ ❝❤❛♥❣❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❡✛❡❝t ❝❛♥♥♦t ❜❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♠♦❞❡❧✱ ❛s t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♥♦t str✐❝t❧② ❦♥♦✇♥ ❞✉r✐♥❣
❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ s❤❛♣❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐s ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t C
♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ✉♥✐❢♦r♠ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❝❛s❡s ✭❘❱❊ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✮✳
❍♦♠♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ✜❡❧❞s ■♥ ❋✐❣✳ ✺✳✺✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢
❡q✉✐✈❛❧❡♥t str❛✐♥ ❛r♦✉♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ✶ ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ ♣♦s✐t✐♦♥ ✷✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❤✐❣❤❡r
t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ ♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s ❝♦❤❡r❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t str❛✐♥ t❤❛t
✇❡r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t t❤❡ t❤r❡❡ s❡♥s♦rs ✐♥ t❤❡ ✈♦✐❞✲❢r❡❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✺✳✹✮✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱
❛ ❝❡rt❛✐♥ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t str❛✐♥ ❝❛♥ ❜❡ ❧♦❝❛❧❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ✈♦✐❞✳ ❚❤❡ ✇❤♦❧❡
✈♦✐❞ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ♥♦t ❝♦♠♣❧❡t❡❧② s✉❜♠✐tt❡❞ t♦ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ✜❡❧❞✳ ❚❤✐s ❣r❛✲
❞✐❡♥t ✐s ✐❣♥♦r❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦❞❡❧s✱ ❛s ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ✜❡❧❞s ✐s ❛ss✉♠❡❞ ❛t t❤❡
❘❱❊✲s❝❛❧❡✳
❆①✐s②♠♠❡tr② ♦❢ t❤❡ str❡ss st❛t❡ ❚❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❘❱❊ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞
✉s✐♥❣ ❛①✐s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭σx❂σy
✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ z✲❛①✐s✮✳ ❚❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ✇❛s ♠❛❞❡ ✐♥ ❛ ✜rst ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r
t❤❡ ✐♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ■t ✇❛s ♠❛❞❡ ❜② ❩❤❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❪ ❛s ✇❡❧❧✳
❨❡t✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ TX ♦♥❧② ♠❛② ♦❜✈✐♦✉s❧② ❜❡ ✐♥s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❢✉❧❧② r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ tr✐❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥❛❧ str❡ss st❛t❡✳ ❙❡✈❡r❛❧ r❡❝❡♥t st✉❞✐❡s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ ❞✉❝t✐❧❡ ❞❛♠❛❣❡ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡
str❡ss st❛t❡ ❝❛♥ ❜❡ ❢✉❧❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ▲♦❞❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✭❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤✐r❞
str❡ss ✐♥✈❛r✐❛♥t✮✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ str❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t② r❛t✐♦ ❬❇❛✐ ❛♥❞ ❲✐❡r③❜✐❝❦✐✱ ✷✵✵✽❪✳ ❚❤❡
❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❛①✐s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♠❛② t❤✉s ❛❧s♦ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞
❞✐s❝r❡♣❛♥❝②✳ ❚❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ▲♦❞❡ ❛♥❣❧❡ ❛s ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ❢♦r t❤❡ ♣r❡✲
❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡ ✐s ❛♥♦t❤❡r ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ t♦ t❤✐s ✇♦r❦ ❛♥❞ ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧
❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✳
❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s
❋✐♥❛❧❧②✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ t❤❛t t❤❡ ♥❡✇ ♠♦❞❡❧ ❈✐❝❛♣♦r♦ ✐s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ t❤❡
❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ s♣❤❡r❡ ✇✐t❤ ❛ s✐♠✐❧❛r ❛❝❝✉r❛❝② t❤❛♥ t❤❡ ♠♦st ❛❞✈❛♥❝❡❞ ♠♦❞❡❧ ❢r♦♠ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱
❛s s✐♠✐❧❛r ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛r❡ ✉s❡❞✳
❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✜♥❛❧ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ✐s
r❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ ✺✼✪ ✭❙❚❇ ♠♦❞❡❧✮ t♦ ✷✸✪ ✭❩❤❛♥❣ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ♥❡✇ ♠♦❞❡❧ ❈✐❝❛♣♦r♦✮✳ ❚❤❡
❣r❡❛t❡st ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✐s t❛❦❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❜♦t❤ t❤❡ ❩❤❛♥❣ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ♥❡✇ ♠♦❞❡❧
❈✐❝❛♣♦r♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ✈♦✐❞ ❞✉r✐♥❣ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❙❚❇
♠♦❞❡❧ ❞♦❡s ♥♦t✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② t❤❛t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ✇✐t❤ ❜♦t❤ t❤❡ ❩❤❛♥❣ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞
t❤❡ ♥❡✇ ♠♦❞❡❧ ❈✐❝❛♣♦r♦ ♠❛② ❜❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s t❤❛t ✇❡r❡ ✉s❡❞ ❛t t❤❡ ♠❡s♦✲
s❝❛❧❡ t♦ ❝❛❧✐❜r❛t❡ ❡❛❝❤ ♠♦❞❡❧✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ✜❡❧❞s✱ ❛①✐s②♠♠❡tr②
♦❢ t❤❡ ✐♠♣♦s❡❞ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ♦r t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳
❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❩❤❛♥❣ ♠♦❞❡❧ r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✈✐rt✉❛❧ ♠❛t❡r✐❛❧
♣❛r❛♠❡t❡r✱ ❛s ✐t ✐s ♥♦t str✐❝t❧② ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧s ✇✐t❤ str❛✐♥ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ❛♥❞✴♦r
✶✻✸
❈❤❛♣t❡r ✺ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧
s♦❢t❡♥✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦✉rs✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❡①❤✐❜✐t❡❞ ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❜♦✉t ✷✵✪ ♦✈❡r
t❤❡ t❡st❡❞ r❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❝❛s❡✳ ❙♣❡❝✐❛❧ ❛tt❡♥t✐♦♥ ♠✉st t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ ♣❛✐❞
♦♥ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ m∗ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❩❤❛♥❣ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❢✉rt❤❡r ♣r♦❝❡ss s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳
❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ t❤❡ ♥❡✇ ♠♦❞❡❧ ❈✐❝❛♣♦r♦ ❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❛ ♠❛t❡r✐❛❧
♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❚❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ ♦♥❡ t②♣✐❝❛❧ ♠❛t❡r✐❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ t❤❡ s♠❛❧❧ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇✐t❤✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st r❡❣❛r❞✐♥❣ ❤♦t
♠❡t❛❧ ❢♦r♠✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s✳
✶✻✹
✺✳✸ ❈❛s❡ ♦❢ ♦♣❡♥ ❞✐❡ ❢♦r❣✐♥❣
✺✳✸✳✷ ❈❛s❡ ♦❢ ❡❧❧✐♣s♦✐❞❛❧ ✈♦✐❞s
❚❤❡ r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐s ♥♦✇ ❛ss❡ss❡❞ r❡❣❛r❞✐♥❣ ✐ts ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ t♦ t❤❡
✈♦✐❞s✬ ✐♥✐t✐❛❧ ❣❡♦♠❡tr②✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✜✈❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✇♦r❦♣✐❡❝❡ ❛r❡ st✉❞✐❡❞✳ ❚❤❡②
❛r❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✼ ♦♥ t❤❡ ✈♦✐❞✲❢r❡❡ ✇♦r❦♣✐❡❝❡✳
P♦s✐t✐♦♥s ✶✱ ✷ ❛♥❞ ✸ ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤❡ ♦♥❡s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✳ ❚✇♦
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥s ✹ ❛♥❞ ✺ ✇❡r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❝✉rr❡♥t st✉❞② t♦ ♦t❤❡r
♣♦s✐t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ❢✉rt❤❡r ❢r♦♠ t❤❡ ❝❡♥t❡r❧✐♥❡✳
❚❤r❡❡ ❡①♣❧✐❝✐t s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❢❡❛t✉r❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❛❜♦✈❡ ✐♥ ❚❛✲
❜❧❡ ✺✳✶✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❡①♣❧✐❝✐t s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ✜✈❡ ❡❧❧✐♣s♦✐❞❛❧ ✈♦✐❞s ❛r❡ ♣❧❛❝❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡
✜✈❡ ♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❆❧❧ ❡❧❧✐♣s♦✐❞s ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s (r1, r2, r3) = (4, 3, 2)✳ ❱❛r✐♦✉s
♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛♥❞ ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✷✳
■♥ t❤❡ ✜rst ❡①♣❧✐❝✐t ❝❛s❡✱ t❤❡ ❡❧❧✐♣s♦✐❞s ❛r❡ ❛❧❧ ♦r✐❡♥t❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❜❛s✐s s✉❝❤
t❤❛t ( ★✥✔u1, ★✥✔u2, ★✥✔u3) = ( ★✔ex, ★✔ey, ★✔ez)✳ ❚❤❡ t❤r❡❡ r♦t❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❡s ❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞
❡①♣❧✐❝✐t ❝❛s❡✱ t❤❡ ❡❧❧✐♣s♦✐❞s ❛r❡ ❛❧❧ ♦r✐❡♥t❡❞ s✉❝❤ t❤❛t ( ★✥✔u1, ★✥✔u2, ★✥✔u3) = ( ★✔ez, ★✔ey,− ★✔ex)✱ ✐✳❡✳ ✉s✐♥❣
❛ r♦t❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❡ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ y✲❛①✐s θY❂✾✵✝✳ ■♥ t❤❡ t❤✐r❞ ❡①♣❧✐❝✐t ❝❛s❡ ❢✉rt❤❡r ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s
❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✉s✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ r♦t❛t✐♦♥s ❛r♦✉♥❞ x ❛♥❞ y✲❛①❡s✳
❆ ❢❡✇ ❡❧❧✐♣s♦✐❞❛❧ ✈♦✐❞s ❛r❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✽✳ ❆s t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❤❛♠♠❡r ❞✐❡
♦❝❝✉rs ❛❧♦♥❣ t❤❡ ★✔ez ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ✜rst ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❝❛s❡ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ r❛t❤❡r ❢❛✈♦r❛❜❧❡
❝❛s❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡✳ ■t ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t❤❛t t❤❡ ✈♦✐❞s ❛r❡ ♠❛✐♥❧② ❞❡❢♦r♠❡❞ ❛❧♦♥❣
t❤❡✐r s♠❛❧❧❡st ❞✐♠❡♥s✐♦♥ r3✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡ ♠❛② ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ r❛t❤❡r
✉♥❢❛✈♦r❛❜❧❡ ❝❛s❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ✈♦✐❞s ❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ ♠❛✐♥❧② ❞❡❢♦r♠❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡✐r ❧♦♥❣❡st
❞✐♠❡♥s✐♦♥ r1✳
P♦s✐t✐♦♥
❉✐♠❡♥s✐♦♥s ❙✉❝❝❡ss✐✈❡ r♦t❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❡s ✭✝✮
(r1, r2, r3) θX , θY , θZ
✭4, 3, 2✮ 0, 0, 0
P♦s✐t✐♦♥ ✶ ✭4, 3, 2✮ 0, 90, 0
✭4, 3, 2✮ 0, 30, 0
✭4, 3, 2✮ 0, 0, 0
P♦s✐t✐♦♥ ✷ ✭4, 3, 2✮ 0, 90, 0
✭4, 3, 2✮ 30, 0, 0
✭4, 3, 2✮ 0, 0, 0
P♦s✐t✐♦♥ ✸ ✭4, 3, 2✮ 0, 90, 0
✭4, 3, 2✮ 45, 30, 0
✭4, 3, 2✮ 0, 0, 0
P♦s✐t✐♦♥ ✹ ✭4, 3, 2✮ 0, 90, 0
✭4, 3, 2✮ 45, 60, 0
✭4, 3, 2✮ 0, 0, 0
P♦s✐t✐♦♥ ✺ ✭4, 3, 2✮ 0, 90, 0
✭4, 3, 2✮ 60, 60, 0
❚❛❜❧❡ ✺✳✷✿ ■♥✐t✐❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❧✐♣s♦✐❞s ❛t t❤❡ ✜✈❡ ♣♦s✐✲
t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✇♦r❦♣✐❡❝❡✳
❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❙❚❇ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ❩❤❛♥❣ ♠♦❞❡❧ ♠✐❣❤t ♥♦t ❜❡ ❛❞❛♣t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢
♥♦♥✲s♣❤❡r✐❝❛❧ ✈♦✐❞s✱ t❤❡② ✇✐❧❧ ❜❡ ♣❧♦tt❡❞ ❢♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♣✉r♣♦s❡s✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❡
❜❡♥❡✜ts t❤❛t ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♥❡✇ ♠♦❞❡❧ ❈✐❝❛♣♦r♦✱ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❡①✐st✐♥❣ ♠♦❞❡❧s✳
✶✻✺
❈❤❛♣t❡r ✺ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧
P♦s✶
P♦s✷
P♦s✸
P♦s✺
✭❛✮
P♦s✹
✭❜✮
❋✐❣✉r❡ ✺✳✼✿ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜✈❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ❝❛s❡ ♦❢ ♦♣❡♥ ❞✐❡ ❢♦r❣✐♥❣
❛t ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ P❆❙❙✷ ✕ ❜❧♦✇ ✶✳
✶✻✻
✺✳✸ ❈❛s❡ ♦❢ ♦♣❡♥ ❞✐❡ ❢♦r❣✐♥❣
✭❛✮ θX = θY = θZ = 0 ✭❜✮ θX = 0, θY = 90✝, θZ = 0
~ez
~ey ~ex
✭❝✮ θX = 45✝, θY = 30✝, θZ = 0
❋✐❣✉r❡ ✺✳✽✿ ❉❡t❛✐❧ ♦❢ ❡①♣❧✐❝✐t ❡❧❧✐♣s♦✐❞❛❧ s❤❛♣❡s ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✭4, 3, 2✮✱ ✉s✐♥❣ ✈❛r✐♦✉s r♦t❛t✐♦♥
❛♥❣❧❡s✳
✶✻✼
❈❤❛♣t❡r ✺ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧
P♦s✐t✐♦♥ ✶
❱♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ♣♦s✐t✐♦♥ ✶ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❋✐❣ ✺✳✾❛✳ ❚✇♦ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❝❛s❡s ❛r❡
♣❧♦tt❡❞ ✉s✐♥❣ ❜❧✉❡ ❛♥❞ r❡❞ ❞♦ts✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ❙❚❇ ♠♦❞❡❧ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❜❧❛❝❦ s♦❧✐❞
❧✐♥❡✳ ❚❤❡ ❩❤❛♥❣ ♠♦❞❡❧ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❜❧❛❝❦ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡✳ ❚❤❡ ♥❡✇ ♠♦❞❡❧ ❈✐❝❛♣♦r♦ ✐s
♣❧♦tt❡❞ ✉s✐♥❣ ❜❧✉❡ ❛♥❞ r❡❞ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❱♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡s ❢♦r t❤❡ t✇♦ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❝❛s❡s ❡①❤✐❜✐t ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡✐r ❡✈♦❧✉✲
t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❝❛♥ t❤✉s ❜❡ ♠❛✐♥❧② ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳
❚❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ t❤❛t ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❩❤❛♥❣ ♠♦❞❡❧ ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✳ ❚❤✐s
✐s ❝♦❤❡r❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤✐s ♠♦❞❡❧ ✇❛s ❞❡✜♥❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ s♣❤❡r✐❝❛❧ ✈♦✐❞✳
❚❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ t❤❛t ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❙❚❇ ♠♦❞❡❧ ❛♣♣❡❛rs r❛t❤❡r s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❡❧❧✐♣s♦✐❞ ✐♥ ✐ts ✜rst ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❝❛s❡ ✭r❡❞ ❝✉r✈❡✮✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❛ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡✱ ❛s
t❤❡ ❙❚❇ ♠♦❞❡❧ ✐s ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ s♣❤❡r✐❝❛❧ ✈♦✐❞✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱
t❤❡ ❙❚❇ ♠♦❞❡❧ ✐s ✉♥❛❜❧❡ t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ ✈♦✐❞ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥
❝❛s❡ ✭❜❧✉❡ ❞♦ts✮✳
❊✛❡❝t ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❚❤❡ ♥❡✇ ♠♦❞❡❧ ❈✐❝❛♣♦r♦ ❣✐✈❡s ❛ ❣♦♦❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ ✈♦✐❞
❡✈♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ❜♦t❤ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❆t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❜❧♦✇ ✶✱ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❡s ♦❢ ❛❜♦✉t ✼✕✽✪ ❛r❡
♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❜♦t❤ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❝❛s❡s ✭s❡❡ ❋✐❣ ✺✳✾❜✮✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢
❜❧♦✇ ✷ ✐s s❧✐❣❤t❧② ❤✐❣❤❡r ❢♦r t❤❡ ❜❧✉❡ ❧✐♥❡ ✭❛❜♦✉t ✶✾✪✮✳
❚❤✐s ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ✐s ✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ ✈♦✐❞s
❛♥❞ t❤❛t ✇❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✳ ■t ❝❛♥ t❤✉s ❛❧s♦ ❜❡ ♠❛✐♥❧② ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦
t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s t❤❛t ✇❡r❡ ✉s❡❞ ❛t t❤❡ ♠❡s♦✲s❝❛❧❡✳
❆t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❜❧♦✇ ✷✱ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ ✜♥❛❧ ✈♦❧✉♠❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥
❝❛s❡s ✐s ✵✳✹✸✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❝❛s❡s ✐s ✵✳✺✼✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧
♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✐s t❤✉s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ✶✹✪✱ ✇❤✐❧❡ ♥♦♥❡ ♦❢ ♦t❤❡r ♠♦❞❡❧s ✐s ❝❛♣❛❜❧❡
♦❢ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ t❤✐s ❡✛❡❝t✳
❚❤❡ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ t❤✐r❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❝❛s❡ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ✇✐t❤ ②❡❧❧♦✇ ❝♦❧♦r ✐♥
❋✐❣ ✺✳✾❜✳ ■t ✐s r❛t❤❡r s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✜rst ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❝❛s❡ ✭r❡❞ ❝✉r✈❡s✮✳
❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❡ ♦❢ t❤❡ t❤✐r❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❝❛s❡ ✇❛s t♦♦ ❧♦✇ t♦
✐♥❞✉❝❡ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❡✛❡❝t ♦♥ ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡✳ ■t ✐s ✈❡r✐✜❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ✈❛❧✉❡s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s
✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✈❛❧✉❡s✱ ♦✈❡r t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ❜❧♦✇ ✶✳
❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ t❤❛t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ❜❧♦✇ ✷ ✐s ♣r♦❜❛❜❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ st❡❡♣
s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡ ❛t ❡♥❞ ♦❢ ❜❧♦✇ ✶✱ ✐♥❞✉❝✐♥❣ ❛ r❛t❤❡r ❤✐❣❤ s❡♥s✐t✐✈✐t② t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢
❡q✉✐✈❛❧❡♥t str❛✐♥✳
❚❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ ❜❧♦✇ ✷ ♠❛✐♥❧② s✉✛❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ✉♥✐❢♦r♠
❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ t❤❛t ✐s ♠❛❞❡ ❜② t❤❡ ♠♦❞❡❧✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ s♣✐t❡ ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♦✈❡r❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ✜♥❛❧ t❡♥❞❡♥❝② ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡
❝❛s❡s ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❜❧♦✇ ✷ ✐s ✈❡r② ✇❡❧❧ r❡s♣❡❝t❡❞✳
✶✻✽
✺✳✸ ❈❛s❡ ♦❢ ♦♣❡♥ ❞✐❡ ❢♦r❣✐♥❣
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✭❛✮ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ❡①✐st✐♥❣ ♠♦❞❡❧s
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✭❜✮ ❉❡♣❡♥❞❡♥❝❡ t♦ ✐♥✐t✐❛❧ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥
❋✐❣✉r❡ ✺✳✾✿ ❱♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ❡❧❧✐♣s♦✐❞❛❧ ✈♦✐❞✱ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t ♣♦s✐t✐♦♥ ✶ ✭❡①♣❧✐❝✐t s✐♠✲
✉❧❛t✐♦♥✮✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❙❚❇ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❩❤❛♥❣ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ♥❡✇ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥
♠♦❞❡❧ ❈✐❝❛♣♦r♦✳
✶✻✾
❈❤❛♣t❡r ✺ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧
P♦s✐t✐♦♥ ✷
❚❤❡ r❡s✉❧ts r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❡❧❧✐♣s♦✐❞s ❛t ♣♦s✐t✐♦♥ ✷ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣②
t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ❢♦r ♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳ ■♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶✵❛✱ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❩❤❛♥❣ ♠♦❞❡❧ ✐s ❧♦❝❛t❡❞
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❝❛s❡s ♦❢ t❤❡ ❡❧❧✐♣s♦✐❞❛❧ ✈♦✐❞✳ ❚❤❡ ❙❚❇
♠♦❞❡❧ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ♦✈❡r❡st✐♠❛t❡s t❤❡ ❝❧♦s✉r❡ ❛❜♦✉t ✷✸✪ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ✜rst ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥
❝❛s❡ ✭❜❧✉❡ ❞♦ts✮✱ ❛♥❞ ✉♣ t♦ ✻✵✪ ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❝❛s❡ ✭r❡❞ ❞♦ts✮✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱
t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❙❚❇ ♠♦❞❡❧ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡ ✈♦✐❞ ✐s ♥❡❛r❧② ❝❧♦s❡❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❜❧♦✇
✷ ✭Vf/V0❂✵✳✵✻✮✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✜♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡❞ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ✈❛r✐❡s ❢r♦♠ Vf/V0 ❂ ✵✳✷✾ ✕ ✵✳✻✺
❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✐♥✐t✐❛❧ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳
❚❤❡ ♥❡✇ ♠♦❞❡❧ ❈✐❝❛♣♦r♦ ♦✈❡r❡st✐♠❛t❡s ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡ ❛t ♣♦s✐t✐♦♥ ✷ ❛s ✇❡❧❧✳ ❚❤✐s ♠✐❣❤t
❜❡ ❛❣❛✐♥ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ♠❛❞❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❡s♦✲s❝❛❧❡✳
❆t t❤✐s ♣♦s✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❙❚❇ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝ts ❛ ✜♥❛❧ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ t❤❛t ✐s ❡✈❡♥ ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡
♣r❡❞✐❝t✐♦♥ t❤❛t ✐s ♠❛❞❡ ❜② t❤❡ ♥❡✇ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥
t❤❛t ✐s r❛t❤❡r ❢❛✈♦r❛❜❧❡ ❢♦r ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡✳
❚❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✜♥❛❧ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❝❛s❡s ✐s
✵✳✺✸✳ ■t s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✇✐t❤ ❡①❝❡❧❧❡♥t ❛❝❝✉r❛❝② ✐♥
t❤✐s ❝❛s❡✱ ❛s t❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ✵✳✺✹ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❝❛s❡s✳ ❚❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ t♦ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✐s
t❤✉s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✇✐t❤ ✈❡r② ❣♦♦❞ ❛❝❝✉r❛❝②✱ ❞❡s♣✐t❡ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♦✈❡r❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❧♦s✉r❡ ❛r♦✉♥❞
✷✵✪✳
❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s ✈❡r✐✜❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶✵❜✳
❚❤❡ ✜♥❛❧ ♦✈❡r❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❜❧♦✇ ✷ ✐s ❛❜♦✉t ✷✵✪ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t
s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳
❆s ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s♣❤❡r✐❝❛❧ ✈♦✐❞s✱ t❤❡ ❧❛r❣❡st ♦✈❡r❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛t ♣♦s✐t✐♦♥ ✷ ❢♦r
❡❧❧✐♣s♦✐❞❛❧ ✈♦✐❞s ✉s✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ♠♦st ❧✐❦❡❧② ❞✉❡ t♦
t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♠❛❞❡ ❛t t❤❡ ♠❡s♦✲s❝❛❧❡✳ P♦s✐t✐♦♥ ✷ ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ③♦♥❡ t❤❛t ✐s
❛✛❡❝t❡❞ ❜② ❜♦t❤ ❜❧♦✇s ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✺✳✷✮✳ ❚❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ♠❛✐♥ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥
✐s t❤✉s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥ t❤✐s ③♦♥❡✳ ■t ♠✐❣❤t t❤✉s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡
❞✐s❝r❡♣❛♥❝②✱ ❛s t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇❛s ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ✉♥✐❢♦r♠ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛s❡s✳
✶✼✵
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✭❛✮ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ❡①✐st✐♥❣ ♠♦❞❡❧s
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✭❜✮ ❉❡♣❡♥❞❡♥❝❡ t♦ ✐♥✐t✐❛❧ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵✿ ❱♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ❡❧❧✐♣s♦✐❞❛❧ ✈♦✐❞✱ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t ♣♦s✐t✐♦♥ ✷ ✭❡①♣❧✐❝✐t
s✐♠✉❧❛t✐♦♥✮✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❙❚❇ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❩❤❛♥❣ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ♥❡✇
♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❈✐❝❛♣♦r♦✳
✶✼✶
❈❤❛♣t❡r ✺ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧
P♦s✐t✐♦♥ ✸
P♦s✐t✐♦♥ ✸ ✐s ✈❡rt✐❝❛❧❧② ❧♦❝❛t❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ❤❛♠♠❡r✲❞✐❡ ♦❢ ❜❧♦✇ ✷ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✺✳✷✮✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥
❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ r❛t❤❡r ✉♥✐❢♦r♠❧② ♦r✐❡♥t❛t❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ z✲❛①✐s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡
❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡ ✐s ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❜❧♦✇✳ ❚❤❡
❝✉r✈❡s ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶✶✳
❆❣❛✐♥✱ t❤❡ ❩❤❛♥❣ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝ts ❛ ✈♦✐❞ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ t❤❛t ✐s ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ ❡①♣❧✐❝✐t ❝❛s❡s ✐♥
❡❛❝❤ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧❛r❣❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❡s ✇✐t❤ ❡①♣❧✐❝✐t ❝❛s❡s✳
❆s ❢♦r ♣♦s✐t✐♦♥ ✶✱ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ t❤❛t ✐s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❙❚❇ ♠♦❞❡❧ ✐s r❛t❤❡r s✐♠✐❧❛r t♦
t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ♠❡❛s✉r❡ ✐♥ t❤❡ ✜rst ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❝❛s❡ ✭r❡❞ ❞♦ts✮✱ ❛♥❞ ♦✈❡r❡st✐♠❛t❡s t❤❡ ❝❧♦s✉r❡
❛❜♦✉t ✵✳✻ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ♠❡❛s✉r❡ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❝❛s❡ ✭❜❧✉❡ ❞♦ts✮✳
❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ t❤❡ ♥❡✇ ♠♦❞❡❧ ❈✐❝❛♣♦r♦ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ❡①❝❡❧❧❡♥t ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✱ ❛s ✐t r❡♠❛✐♥s
❧♦✇❡r t❤❛♥ ✶✵✪ ❢♦r ❛❧❧ ♣r❡s❡♥t❡❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❜❧♦✇ ✷✱ ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ❣❡♥❡r❛❧❧②
❡①❝❡❡❞ ✷✪✳ ■t ✐s ❛❧s♦ ✈❡r✐✜❡❞ ❢♦r t❤❡ t❤✐r❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❝❛s❡ t❤❛t ✐s ♣r❡s❡❜t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶✶❜✳
❚❤❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② s❧✐❣❤t❧② ✐♥❝r❡❛s❡s ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❜❧♦✇ ✷✱ ❛s t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ✐s
r❡❧❛t✐✈❡❧② ❡❧❡✈❛t❡❞ ❛t t❤✐s ✐♥st❛♥t✳
❚❤❡ ❧♦✇ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❡s t❤❛t ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❛ss✉♠♣✲
t✐♦♥s ❛r❡ ❜❡tt❡r ✈❡r✐✜❡❞ ❛t t❤✐s ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❋✐rst✱ ❛s ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ❛❜♦✈❡✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ❧♦❝❛t❡❞
✐♥ ❛ ③♦♥❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rs r❛t❤❡r ✉♥✐❢♦r♠❧② ❛♥❞ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s❧②✳
❙❡❝♦♥❞✱ ❜❧♦✇ ✶ ❤❛s ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧♦✇ ❡✛❡❝t ♦♥ ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧♦✇ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t
str❛✐♥ t❤❛t ❝♦♠❡s ❢r♦♠ ❜❧♦✇ ✶ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✺✳✹❝✮✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ✈♦✐❞ ✐s
r❡❧❛t✐✈❡❧② ♠♦❞❡r❛t❡ ❛t ♣♦s✐t✐♦♥ ✸✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦♥❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s st✉❞✐❡❞
♣♦s✐t✐♦♥s ✶ ❛♥❞ ✷✳
❚❤❡s❡ r❡♠❛r❦s ❛r❡ t❤✉s ✈❡r② ❝♦❤❡r❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✐♥
t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s♣❤❡r✐❝❛❧ ✈♦✐❞s✳
✶✼✷
✺✳✸ ❈❛s❡ ♦❢ ♦♣❡♥ ❞✐❡ ❢♦r❣✐♥❣
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STB model
Zhang model (m ∗ =0.3)
New model Cicaporo (432, θX =0, θY=0)
New model Cicaporo (432, θX =0, θY=90)
✭❛✮ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ❡①✐st✐♥❣ ♠♦❞❡❧s
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New model Cicaporo (432, θX =0, θY=0)
New model Cicaporo (432, θX =0, θY=90)
New model Cicaporo (432, θX =45, θY=30)
✭❜✮ ❉❡♣❡♥❞❡♥❝❡ t♦ ✐♥✐t✐❛❧ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✶✿ ❱♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ❡❧❧✐♣s♦✐❞❛❧ ✈♦✐❞✱ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t ♣♦s✐t✐♦♥ ✸ ✭❡①♣❧✐❝✐t
s✐♠✉❧❛t✐♦♥✮✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❙❚❇ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❩❤❛♥❣ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ♥❡✇
♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❈✐❝❛♣♦r♦✳
✶✼✸
❈❤❛♣t❡r ✺ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧
P♦s✐t✐♦♥s ✹ ❛♥❞ ✺
Pr❡✈✐♦✉s ♣♦s✐t✐♦♥s ✶✱ ✷ ❛♥❞ ✸ ✇❡r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❝❡♥t❡r❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦♣✐❡❝❡✳ ❚✇♦
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥s ✇❡r❡ ❛❧s♦ ❞❡✜♥❡❞ ❢✉rt❤❡r ❢r♦♠ t❤❡ ❝❡♥t❡r❧✐♥❡✱ ✐✳❡✳ ✐♥ ❛r❡❛s t❤❛t ❛r❡
❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ ❡❞❣❡s ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦♣✐❡❝❡✳ ❚❤✐s ❡♥❛❜❧❡s ✈❡r✐❢②✐♥❣ t❤❡ r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r
❞✐✛❡r❡♥t ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❧♦❛❞✐♥❣s ❛t ♣♦s✐t✐♦♥s ✹ ❛♥❞ ✺ ❛r❡ ❣✐✈❡♥
✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶✷✳ ❚❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ♣❛t❤ ❛t ♣♦s✐t✐♦♥ ✹ ✐s r♦✉❣❤❧② s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡ ❛t ♣♦s✐t✐♦♥ ✸
✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t str❛✐♥✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ✜♥❛❧ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t str❛✐♥ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❜❧♦✇ ✷ ✐s
❧♦✇❡r ❛t ♣♦s✐t✐♦♥ ✹ t❤❛♥ ❛t t❤❡ t❤r❡❡ ❝❡♥t❡r❧✐♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❆t ♣♦s✐t✐♦♥ ✺✱ t❤❡ ✜♥❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢
❡q✉✐✈❛❧❡♥t str❛✐♥ ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧♦✇❡r✳
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✭❜✮ P♦s✐t✐♦♥ ✺
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✷✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t str❛✐♥ ❛♥❞ str❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t② r❛t✐♦ ❢♦r ♣♦s✐t✐♦♥s ✹ ❛♥❞ ✺
✐♥ t❤❡ ✇♦r❦♣✐❡❝❡✳
■♥ t❡r♠s ♦❢ str❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t② r❛t✐♦✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❧❡ss ❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡s ♦❜t❛✐♥❡❞
❛t ♣r❡✈✐♦✉s ❝❡♥t❡r❧✐♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥s✳ ■t ✐s r❡♠❛r❦❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♣♦s✐t✐♦♥ ✺✱ ❛s t❤❡ str❡ss
tr✐❛①✐❛❧✐t② r❛t✐♦ ✐s ❡✈❡♥ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞✉r✐♥❣ ❜❧♦✇ ✶✳
❚❤❡s❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❛ ❞✐r❡❝t ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦♥ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡ t♦ t❤❡ str❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t② r❛t✐♦✱ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣s✳ ✺✳✶✸
❛♥❞ ✺✳✶✹✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ ♣♦s✐t✐♦♥ ✹✱ t❤❡ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐s ❣❧♦❜❛❧❧② ❧♦✇❡r t❤❛♥ ❢♦r t❤❡
♣r❡✈✐♦✉s ♣♦s✐t✐♦♥s ✶✱ ✷ ❛♥❞ ✸✳ ❚❤✐s t❡♥❞❡♥❝② ✐s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② ❛❧❧ ♠♦❞❡❧s✱ ❛s t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢
✶✼✹
✺✳✸ ❈❛s❡ ♦❢ ♦♣❡♥ ❞✐❡ ❢♦r❣✐♥❣
str❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t② ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡♠✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❡s t❤✉s r❡♠❛✐♥ ❧♦✇ ❛s
✇❡❧❧✳
❆t ♣♦s✐t✐♦♥ ✹✱ t❤❡ ❙❚❇ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝ts ❛ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ t❤❛t ✐s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦
t❤❡ ♦♥❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❩❤❛♥❣ ♠♦❞❡❧ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✺✳✶✸❛✮✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t
t❤❛t t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t str❛✐♥ r❡♠❛✐♥s ❧♦✇❡r t❤❛t ♣r❡✈✐♦✉s ♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ❞✉❡
t♦ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ✈♦✐❞ ✐s t❤✉s ♠♦❞❡r❛t❡ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✳ ❚❤❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ♦❢ t❤❡
❙❚❇ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ✐s ♠❛✐♥❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♥♦♥✲❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❡✛❡❝t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❧♦✇❡r
❛t t❤✐s ♣♦s✐t✐♦♥ t❤❛♥ ❛t t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♦♥❡s✳ ❨❡t✱ ❜♦t❤ ♠♦❞❡❧s ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛
s♣❤❡r✐❝❛❧ ✈♦✐❞ ❛♥❞ t❤❡ ✜♥❛❧ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✈♦❧✉♠❡s ❡①❤✐❜✐t r❛t❤❡r ❧❛r❣❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❡s ✇✐t❤ ❜♦t❤
♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❝❛s❡s✳
❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ t❤❡ ♥❡✇ ♠♦❞❡❧ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ r❡❧✐❛❜❧❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✱ ❛s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐s❝r❡♣✲
❛♥❝② t❤❛t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡♠❛✐♥s ❧♦✇❡r t❤❛♥ ✶✵✪ ❢♦r ❜♦t❤ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❝❛s❡s✳
❆t ♣♦s✐t✐♦♥ ✺✱ t❤❡ str❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t② r❛t✐♦ ❡①❤✐❜✐ts ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ❞✉r✐♥❣ ❜❧♦✇ ✶ ✭s❡❡
❋✐❣✳ ✺✳✶✷✮✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ♥♦t ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ r❛t❡✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣
❡✛❡❝t ♦♥ ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡ r❡♠❛✐♥s ✈❡r② ❧♦✇ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✺✳✶✸❛✮✮✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡
❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❡①❤✐❜✐ts ❛ s❧✐❣❤t ✐♥❝r❡❛s❡ ❞✉r✐♥❣ ❜❧♦✇ ✶✳ ❚❤✐s ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ✈♦❧✉♠❡ ✐s ♣r❡❞✐❝t❡❞
❜② t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐s r❛t❤❡r ❣♦♦❞✱ ❛s t❤❡ ✈♦✐❞
❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ✈❡r② ❧♦✇✳
❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✇✐t❤ ❡①❝❡❧❧❡♥t ❛❝❝✉r❛❝② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♥❡✇ ♣r❡✲
❞✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❈✐❝❛♣♦r♦✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ❝❛♥ ❜❡ ✈❡r✐✜❡❞ ✐♥ ❋✐❣s✳ ✺✳✶✸❜ ❛♥❞ ✺✳✶✹❜✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❝❛s❡s ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞✳ ❋♦r ♣♦s✐t✐♦♥s ✹ ❛♥❞ ✺✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ t❤✐r❞ ✈♦✐❞ ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❞✐✛❡r❡♥t✱ ❛s t❤❡ ❣r❡❛t❡r ❛♥❣❧❡s ✇❡r❡ ✉s❡❞ t♦ s❡t t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧
❡❧❧✐♣s♦✐❞s✳
❚❤❡ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♥♦✇ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡ r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡
♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ✉♥❞❡r ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❧♦❛❞✐♥❣s✳
✺✳✸✳✸ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s
❚❤❡ s❧✐❣❤t ♦✈❡r❡st✐♠❛t✐♦♥ t❤❛t ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ❛♠♦♥❣ ❛❧❧ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❝❛s❡s ✐s ♠♦st
❧✐❦❡❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s t❤❛t ✇❡r❡ ♠❛❞❡ ❢♦r t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛t
t❤❡ ♠❡s♦✲s❝❛❧❡✳ ❚❤❡ ♦✈❡r❡st✐♠❛t✐♦♥ ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ♦r❞❡r t❤❛♥ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s♣❤❡r❡s✳ ■♥
s♣✐t❡ ♦❢ t❤✐s✱ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✇✐t❤ ❡①❝❡❧❧❡♥t ❛❝❝✉r❛❝② ✉s✐♥❣ t❤❡
♥❡✇ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❈✐❝❛♣♦r♦✳ ❋♦r ✈❛r✐♦✉s ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❧♦❛❞✐♥❣ ♣❛t❤s✱ ✐t ✇❛s ✈❡r✐✜❡❞ t❤❛t
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ t❤❛t ✐s ❞✉❡ t♦ ✐♥✐t✐❛❧ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ s❤♦✇s ✈❡r② ❣♦♦❞
❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳
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❈❤❛♣t❡r ✺ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✸✿ ❱♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ❡❧❧✐♣s♦✐❞❛❧ ✈♦✐❞✱ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t ♣♦s✐t✐♦♥ ✹ ✭❡①♣❧✐❝✐t
s✐♠✉❧❛t✐♦♥✮✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❙❚❇ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❩❤❛♥❣ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ♥❡✇
♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❈✐❝❛♣♦r♦✳
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✭❜✮ ❉❡♣❡♥❞❡♥❝❡ t♦ ✐♥✐t✐❛❧ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✹✿ ❱♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ❡❧❧✐♣s♦✐❞❛❧ ✈♦✐❞✱ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t ♣♦s✐t✐♦♥ ✺ ✭❡①♣❧✐❝✐t
s✐♠✉❧❛t✐♦♥✮✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❙❚❇ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❩❤❛♥❣ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ♥❡✇
♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❈✐❝❛♣♦r♦✳
✶✼✼
❈❤❛♣t❡r ✺ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧
✺✳✹ ❈❛s❡ ♦❢ ❤♦t r♦❧❧✐♥❣
❆ s❡❝♦♥❞ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❝❛s❡ ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❤♦t r♦❧❧✐♥❣✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡ss
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇❛s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❆s❝♦♠❡t❛❧✳ ❯s✐♥❣ ❛ s✐♠✐❧❛r ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❛s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s
s❡❝t✐♦♥✱ t✇♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✿ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❛ ✈♦✐❞✲❢r❡❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳
❚❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ✾ ❡❧❧✐♣s♦✐❞s t❤❛t ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡
❝❡♥t❡r❧✐♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥✳ ■t ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶✺✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ s②♠♠❡tr② ♣❧❛♥❡s
❢♦r t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈♦✐❞s ♠✐❣❤t s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② r❡❞✉❝❡ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts
♦❢ t❤❡ ♠❡s❤✱ t❤✐s ✇❛s ♥♦t ❞♦♥❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❝♦♥t❛❝t ❜❡t✇❡❡♥ ✈♦✐❞s✬ ✐♥t❡r♥❛❧ ❢❛❝❡s ❞✉r✐♥❣
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✳
◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❢❡❛t✉r❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✸✳ ❚❤❡ ✈♦✐❞✲❢r❡❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇❛s ❛❜♦✉t ✻✵ t✐♠❡s
❢❛st❡r t❤❛♥ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳
❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❱♦✐❞s ◆❜ ❡❧❡♠❡♥ts ❈P❯ t✐♠❡ ❚♦t❛❧ ❈P❯ t✐♠❡
❊①♣❧✐❝✐t ✾ ❡❧❧✐♣s♦✐❞s ✸ ✽✻✺ ✵✵✵ ✺ ❞❛②s ✶✸ ❤♦✉rs ✻✻ ❞❛②s ✶✷❤
❱♦✐❞✲❢r❡❡ ✕ ✺✾ ✵✵✵ ✷ ❤♦✉rs ✶ ❞❛②
❚❛❜❧❡ ✺✳✸✿ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❤♦t r♦❧❧✐♥❣✱ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ ✶✷ ❈P❯s
✭✸●❍③✱ ✷✹●♦ ❘❆▼✮✳
❱❛r✐♦✉s ❣❡♦♠❡tr✐❡s ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛t s❡✈❡r❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥s ❛♥❞ ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞
✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✹✳ ❚❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❡s ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤❡ ❡❧❧✐♣s♦✐❞❛❧ ✈♦✐❞s t❤❛t ✇❡r❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧②
❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❚✇♦ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❡ θY ✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r
r♦t❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❡s θX ❛♥❞ θZ ❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❡❧❧✐♣s♦✐❞✱ t✇♦ ❝❛s❡s ❛r❡ t❤✉s ♦❜t❛✐♥❡❞✿
t❤❡ ❝❛s❡ ( ★✥✔u1, ★✥✔u2, ★✥✔u3) = ( ★✔ex, ★✔ey, ★✔ez)✱ ❢♦r θY = 0 ❛♥❞ t❤❡ ❝❛s❡ (
★✥✔u1,
★✥✔u2,
★✥✔u3) = (
★✔ez,
★✔ey,− ★✔ex)✱ ❢♦r
θY = 90✝✳
P♦s✐t✐♦♥s
❉✐♠❡♥s✐♦♥s ❘♦t❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❡s ✭✝✮
(r1, r2, r3) θX , θY , θZ
P♦s✐t✐♦♥ ✶ ❙♣❤❡r❡ ✭1, 1, 1✮ 0, 0, 0
P♦s✐t✐♦♥ ✷ ❊❧❧✲❆ ✭2, 1, 1✮ 0, 0, 0
P♦s✐t✐♦♥ ✸ ❊❧❧✲❆ ✭2, 1, 1✮ 0, 90, 0
P♦s✐t✐♦♥ ✹ ❊❧❧✲❇ ✭4, 1, 1✮ 0, 0, 0
P♦s✐t✐♦♥ ✺ ❊❧❧✲❇ ✭4, 1, 1✮ 0, 90, 0
P♦s✐t✐♦♥ ✻ ❊❧❧✲❈ ✭2, 2, 1✮ 0, 0, 0
P♦s✐t✐♦♥ ✼ ❊❧❧✲❈ ✭2, 2, 1✮ 0, 90, 0
P♦s✐t✐♦♥ ✽ ❊❧❧✲❊ ✭4, 3, 2✮ 0, 0, 0
P♦s✐t✐♦♥ ✾ ❊❧❧✲❊ ✭4, 3, 2✮ 0, 90, 0
❚❛❜❧❡ ✺✳✹✿ ■♥✐t✐❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❧✐♣s♦✐❞s ♣❧❛❝❡❞ ❛t t❤❡ ✾ ♣♦s✐t✐♦♥s ✐♥
t❤❡ ✇♦r❦♣✐❡❝❡✳
❚❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❧♦❛❞✐♥❣ ♣❛t❤s ❢♦r t❤❡ ✜rst ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❢♦r ❛❧❧ ♣♦s✐t✐♦♥s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞
✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶✻✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♣♦✐♥t tr❛❝❦✐♥❣ ✉s✐♥❣ s❡♥s♦rs ❛t t❤❡ ✾ ♣♦s✐t✐♦♥s ✐♥
t❤❡ ✈♦✐❞✲❢r❡❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳
❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t str❛✐♥ ❛♥❞ str❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t② r❛t✐♦ ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ❢♦r ❛❧❧
♣♦s✐t✐♦♥s✱ ✇✐t❤ ❛ s❧✐❣❤t s❤✐❢t ✐♥ t❤❡ t✐♠❡✲s❝❛❧❡✳ ❚❤✐s s❤✐❢t ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢
t❤❡ ✇♦r❦♣✐❡❝❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ x✲❛①✐s✳ ❆ s❧✐❣❤t ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ✜♥❛❧ str❛✐♥
❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ♣❛ss✱ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ str❛✐♥ ✐s ❧❛r❣❡r ❢♦r t❤❡
♣♦s✐t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❡①tr❡♠✐t② ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦♣✐❡❝❡✳ ❚❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ❞✉❡ t♦
t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ✇❡r❡ ❞❡✜♥❡❞ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❡①tr❡♠✐t② ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦♣✐❡❝❡✳
✶✼✽
✺✳✹ ❈❛s❡ ♦❢ ❤♦t r♦❧❧✐♥❣
~ez
~ey
~ex
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✸
✹
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✺✿ ■♥✐t✐❛❧ ❡①♣❧✐❝✐t ♠❡s❤ ♦❢ t❤❡ ❤♦t r♦❧❧✐♥❣ ❝❛s❡✳
❚❤❡ t②♣✐❝❛❧ st❡❛❞② st❛t❡ t❤❛t ✐s ❝❧❛ss✐❝❛❧❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ r♦❧❧✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s ✇❛s ♥♦t r❡❛❝❤❡❞
②❡t✳ ❨❡t✱ t❤✐s r❡♠❛r❦ ✇✐❧❧ ♥♦t ❤✐♥❞❡r t❤❡ ❢✉rt❤❡r ❛♥❛❧②s✐s✱ ❛s t❤❡ t✇♦ ❝♦♠♣❛r❡❞ ❝❛s❡s
✭❡①♣❧✐❝✐t✴✈♦✐❞✲❢r❡❡✮ ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳
❆♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str❛✐♥ ✜❡❧❞ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶✼✳ ▲❡t ✉s ♥♦t❡ t❤❛t✱ ❝♦♥✈❡rs❡❧② t♦
t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♦♣❡♥ ❞✐❡ ❢♦r❣✐♥❣✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ str❛✐♥ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛t t❤❡ ❡❞❣❡s ♦❢ t❤❡
✇♦r❦♣✐❡❝❡✳ ❚❤❡ ❝♦r❡ ✐s ❛ ③♦♥❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t str❛✐♥ r❡♠❛✐♥s r❛t❤❡r ❧♦✇✳
❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ str❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t② r❛t✐♦ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶✻❛✱ ✐t ✐s ✈❡r✐✜❡❞ t❤❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡
r❡♠❛✐♥s ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✭TX = [−1, 0]✮ ✇❤❡♥ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rs✱ ✐✳❡✳
♦✈❡r t = 0.05− 0.19 s✳ ▲♦✇❡r ❛♥❞ ❤✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞✱ ❜✉t ❛s t❤❡② ❛r❡ ♥♦t
r❡❧❛t❡❞ t♦ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ r❛t❡✱ t❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ❤❛✈❡ ♥♦ ✐♠♣❛❝t ♦♥ ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡✳
✶✼✾
❈❤❛♣t❡r ✺ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✻✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t str❛✐♥ ❛♥❞ str❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t② r❛t✐♦ ❢♦r t❤❡ ✾ ❞✐✛❡r✲
❡♥t ♣♦s✐t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✇♦r❦♣✐❡❝❡✱ ✭❛✮ ❢♦r ♣♦s✐t✐♦♥ ✶ ❛♥❞ ✭❜✮ ❢♦r ❛❧❧ ♣♦s✐t✐♦♥s
✭s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞✮✳
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✺✳✹ ❈❛s❡ ♦❢ ❤♦t r♦❧❧✐♥❣
~ez
~ey
~ex
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✼✿ ❊q✉✐✈❛❧❡♥t str❛✐♥ ❛t t❂✵✳✷✽ s ❢♦r t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❝❛s❡ ♦❢ ❤♦t r♦❧❧✐♥❣✳
✶✽✶
❈❤❛♣t❡r ✺ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧
✺✳✹✳✶ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ✈♦✐❞
❱♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ ✈♦✐❞ ✭♣♦s✐t✐♦♥ ✶✮ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶✽ ❢♦r t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t
s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❙❚❇ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❩❤❛♥❣ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ♥❡✇ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❈✐❝❛♣♦r♦✳ ❚❤❡
❝❧♦s✉r❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❡①❤✐❜✐ts ❛ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ s❧♦♣❡ ❛r♦✉♥❞ t = ✵✳✶✸ s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❞✐r❡❝t ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡
♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ s❧♦♣❡ ✐♥ t❤❡ str❛✐♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✭❋✐❣✳ ✺✳✶✻❛✮✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ♠❛✐♥ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥
♦❝❝✉rs✱ ✭♦✈❡r t = 0.13− 0.19 s✮✱ str❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t② r❛t✐♦ ✈❛r✐❡s ❢r♦♠ ✲✵✳✷ t♦ ✲✵✳✺✳
❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ t❡♥❞❡♥❝② ♦❢ ❛❧❧ ♠♦❞❡❧s ✐s ❛ s❧✐❣❤t ♦✈❡r❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❧♦s✉r❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❚❤✐s ✇❛s ❛❧r❡❛❞② ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❛s❡
♦❢ ♦♣❡♥ ❞✐❡ ❢♦r❣✐♥❣✳ ❙✐♠✐❧❛r r❡❛s♦♥s ❛r❡ ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t✳
❯♥❞❡r❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❝❛s❡s ❋✐rst✱ t❤❡ ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡ ✐♥ t❤❡
❡①♣❧✐❝✐t s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠✐❣❤t ❜❡ s❧✐❣❤t❧② ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♠❡s❤ s✐③❡ t❤❛t ✐s s❡t ✐♥
t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✈♦✐❞✳ ❉✉❡ t♦ ♠❡♠♦r② ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✱ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ✇❡r❡ ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞
✇❤❡♥ ♠❡s❤✐♥❣ t❤❡ ✇♦r❦♣✐❡❝❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ✈❛❧✉❡ hmin = 0.25 ♠♠ ✭❈❤❛♣t❡r
✷✱ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✳✶✮✳ ❋♦r s❡✈❡r❛❧ ✈♦✐❞s ✭❡✳❣✳ ❡❧❧✐♣s♦✐❞ ✺ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶✺✮✱ ❝♦❛rs❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡
r❡❧❛t✐✈❡❧② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ✉♣♣❡r ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✈♦✐❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❡rr♦r r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡
♠❡❛s✉r❡❞ ✈♦❧✉♠❡ s❤❛❧❧ ♥♦t ❡①❝❡❡❞ ✷✪✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② st✉❞② ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷✳
❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦♥ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❜❛s❡❞ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ♠❛② ❛❧s♦ ❜❡ ♣♦✐♥t❡❞
♦✉t ❛♥❞ ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ♥♦✇✳
❍♦♠♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ✜❡❧❞s ▲❡t ✉s ❢♦❝✉s ✜rst ♦♥ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❤♦♠♦✲
❣❡♥❡♦✉s ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ✜❡❧❞s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ✈♦✐❞s✳ ■♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶✾❛✱ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t str❛✐♥
❛t t = 0.13 s ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❚❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❜② ♣❧♦tt✐♥❣ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t str❛✐♥
✈❛❧✉❡s ✈s✳ ❛ s❡❣♠❡♥t ❧❡♥❣t❤ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶✾❝✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t str❛✐♥ ❡①❤✐❜✐ts ❛ ❝❡rt❛✐♥
❣r❛❞✐❡♥t ✐♥ t❤❡ x ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❛❜♦✉t ✵✳✵✷✺ ♦✈❡r t❤❡ ✇❤♦❧❡ s❡❣♠❡♥t ❧❡♥❣t❤✳ ❚❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②
❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ✉s❡❞ ❛t t❤❡ ❘❱❊✲s❝❛❧❡ ❞♦ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r t❤✐s ❣r❛❞✐❡♥t✱ ❛s ❛ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞✐s✲
♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐s ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ z ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ s❤❛♣❡ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞
✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶✾❜✳ ❈♦♥t❛❝t ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥t❡r♥❛❧ ❢❛❝❡s ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛t t❤❡ ❧❡❢t ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✈♦✐❞✱
✇❤✐❧❡ t❤❡ r✐❣❤t ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✈♦✐❞ ✇❛s ♥♦t ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❝❧♦s❡❞ ✉♣✳ ❚❤✐s ❡✛❡❝t ✇❛s ♥♦t t❛❦❡♥
✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❘❱❊✲s❝❛❧❡ ✉s✐♥❣ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳
Pr❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✈♦✐❞s ✐♥ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❡①♣❧✐❝✐t s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❚❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣
t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✈♦✐❞s ♦♥ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ✜❡❧❞s ✐s ❛❧s♦
❞✐s❝✉ss❡❞ ♥♦✇✳ ❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t str❛✐♥ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ❢♦r t❤❡ ✈♦✐❞✲❢r❡❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✷✵✳ ❋♦r t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ✜❡❧❞s
❛r❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ❛t t❤❡ ❡①❛❝t ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈♦✐❞✱ ❛s t❤❡ ✈♦✐❞s ❛r❡ ♥♦t ♠❡s❤❡❞ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✺✳✶✾✮✳
❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ✇❛s t❤✉s ❛ss❡ss❡❞ ❛t t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ✈♦✐❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❣r❛❞✐❡♥t✱ ✐♥ ❛ ✜rst ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳
◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇❛s ✐♥t❡rr✉♣t❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t str❛✐♥
r❡❛❝❤❡❞ ❛ ❝♦♥st❛♥t ✈❛❧✉❡ ✭❛❢t❡r t ❂ ✵✳✷✸ s ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✷✵✮✱ ❛s ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡ ❛❧r❡❛❞② r❡❛❝❤❡❞
✐ts ✜♥❛❧ st❛t❡ ❛t t❤✐s ✐♥st❛♥t✳ ■♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st t ❂ ✵✳✵✺ ✕ ✵✳✶✾ s ❢♦r ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡✱
t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ✜❡❧❞s ❡①❤✐❜✐t ❛ ♥♦♥✲♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡✳ ❆ s❤✐❢t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞
❢♦r ❜♦t❤ ✈❛❧✉❡s ✭❡q✉✐✈❛❧❡♥t str❛✐♥ ❛♥❞ str❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t② r❛t✐♦✮✳ ❚❤✐s ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡
❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s ♥♦t str✐❝t❧② ✈❡r✐✜❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✳ ◆♦t❡ ❤♦✇❡✈❡r t❤❛t t❤❡ t❡♥❞❡♥❝✐❡s ♦❢ ❜♦t❤
❝✉r✈❡s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡s✱ ❛r❡ ♥❡❛r❧② ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ✐♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✳
❚❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ s❤✐❢t ✐♥ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ✜❡❧❞s ❝❛♥ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞
❡✈♦❧✉t✐♦♥s✱ ❛s t❤❡② ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ✜❡❧❞s ♦❢ t❤❡ ✈♦✐❞✲❢r❡❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❝❛♥
❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶✽❛✳ ❚❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❝❧♦s✉r❡ ✐s t❤✉s ♦✈❡r❡st✐♠❛t❡❞ ❢♦r ❛❧❧ ♠♦❞❡❧s✳
✶✽✷
✺✳✹ ❈❛s❡ ♦❢ ❤♦t r♦❧❧✐♥❣
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New model Cicaporo
✭❛✮ ❱♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t✐♠❡
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4
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0.0
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Explicit
STB model
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New model Cicaporo
✭❜✮ ❱♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✈s✳ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t str❛✐♥
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✽✿ ❱♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❢♦r ❛ s♣❤❡r✐❝❛❧ ✈♦✐❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❙❚❇ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡
❩❤❛♥❣ ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳
✶✽✸
❈❤❛♣t❡r ✺ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧
~ez
~ey
~ex
✭❛✮ t = 0.13 s ✭❜✮ ❋✐♥❛❧ st❛t❡ t = 0.28 s ✭③♦♦♠✮
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ε¯
✭❝✮ ❙tr❛✐♥ ✈s✳ ❧❡♥❣t❤ ❛t t = ✵✳✶✸ s
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✾✿ ❉❡t❛✐❧ ♦❢ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t str❛✐♥ ✜❡❧❞ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ ✈♦✐❞ ❛t ✈❛r✐♦✉s ✐♥st❛♥ts
♦❢ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳
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T
X
❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✵✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ✜❡❧❞s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✈♦✐❞✲❢r❡❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❛♥❞
t❤❡ ❡①tr❛♣♦❧❛t❡❞ ✈❛❧✉❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❢♦r ♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳
✶✽✹
✺✳✹ ❈❛s❡ ♦❢ ❤♦t r♦❧❧✐♥❣
■♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶✽❜✱ t❤❡ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ✈s✳ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t str❛✐♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❤✐❞❡ t❤❡
t✐♠❡ s❤✐❢t✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t str❛✐♥ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❝❛s❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ s♣❛t✐❛❧
✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✱ ❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❝❧♦s✉r❡ ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t str❛✐♥ s❤♦✇s ❜❡tt❡r ❛❣r❡❡♠❡♥t t❤❛♥ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t✐♠❡✳ ❚❤✐s
r❡♠❛r❦ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ t❤❛t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t✐♠❡ ✐s ❞✉❡
t♦ t❤❡ t✐♠❡ s❤✐❢t ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡s✱ ❜✉t t❤❛t t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❧♦❛❞✐♥❣ ♣❛t❤ ✐s ♥❡❛r❧② ✐❞❡♥t✐❝❛❧✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✜♥❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ s❧♦♣❡ ✐♥ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t✐♠❡ ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢
❡q✉✐✈❛❧❡♥t str❛✐♥✳ ■t ✐s ♥♦t ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✜♥❛❧ ❝❧♦s✉r❡ st❛❣❡s ❛s ✐t ✇❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s
❝❤❛♣t❡r✱ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦♥t❛❝t ❛t t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❢❛❝❡s ♦❢ t❤❡ ✈♦✐❞✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡s
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✱ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ s❧♦♣❡ ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥
❡q✉✐✈❛❧❡♥t str❛✐♥✱ ❛♥❞ ♦❝❝✉rr❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ✇❛s ✈❡r② ❧♦✇ ✭t②♣✐❝❛❧❧② V/V0 < 0.2✮✳
■♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶✽❜✱ t❤❡ ✜♥❛❧ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ✵✳✷✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ s❧♦♣❡ ✐s ♥♦t
♦❜s❡r✈❡❞ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t str❛✐♥✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ✜♥❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢
✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❜♦t❤ ♣❧♦ts ✭❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t✐♠❡ ♦r ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t
str❛✐♥✮✳
❈❧♦s✉r❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ ✈♦✐❞ ■♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶✽✱ ❜♦t❤ t❤❡ ♥❡✇ ♠♦❞❡❧ ❈✐❝❛♣♦r♦ ❛♥❞
t❤❡ ❩❤❛♥❣ ♠♦❞❡❧ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ❜❡st ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥
✭t = 0.05−0.13 s✮✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❜♦t❤ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❘❱❊ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
✉s✐♥❣ s✐♠✐❧❛r ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ t❤❛t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥
✭❢✉rt❤❡r t❤❛♥ t = 0.13 s✮ ✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ✉s❡❞ t♦
♠♦❞❡❧ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ✜♥❛❧ st❛❣❡s✳
◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ t❤❛t ✐s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❙❚❇ ♠♦❞❡❧ s❤♦✇s r❡❧❛t✐✈❡❧② ❣♦♦❞
❛❝❝✉r❛❝② ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ♠♦st ❧✐❦❡❧② t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❛ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ ♦✈❡r❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ♣❛t❤✳ ❚❤❡ ❙❚❇ ♠♦❞❡❧
❣❡♥❡r❛❧❧② ♦✈❡r❡st✐♠❛t❡s ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡ ❢♦r ❧♦✇✲❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ tr✐❛①✐❛❧✐t② r❛t✐♦s ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛❧❧②
✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡s ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡ ❢♦r ❧❛r❣❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t str❛✐♥ ✈❛❧✉❡s✱ ❛s ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡
❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✈♦✐❞ s❤❛♣❡✳
❖✈❡r t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ r❛♥❣❡✱ t❤❡ ♥❡✇ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❈✐❝❛♣♦r♦ ♣r❡❞✐❝ts ✈♦✐❞
❝❧♦s✉r❡ ✇✐t❤ ❡①❝❡❧❧❡♥t ❛❝❝✉r❛❝② ✭❧♦✇❡r t❤❛♥ ✻✪✮ ✐♥ s♣✐t❡ ♦❢ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s t❤❛t ✇❡r❡
❞✐s❝✉ss❡❞ ❛❜♦✈❡✳
✶✽✺
❈❤❛♣t❡r ✺ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧
✺✳✹✳✷ Pr♦❧❛t❡ ❡❧❧✐♣s♦✐❞ ❆
■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❡❧❧✐♣s♦✐❞ ❆✱ t❤❡ ✈♦✐❞ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s st✉❞✐❡❞ ❢♦r t❤❡ t✇♦ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❝❛s❡s✳ ❚❤❡
s❤❛♣❡s ♦❢ ✈♦✐❞s ❞✉r✐♥❣ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛r❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣s✳ ✺✳✷✶ ❛♥❞ ✺✳✷✷✳ ■♥ t❤❡ ✜rst
♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❝❛s❡✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈♦✐❞ ✐s ♦r✐❡♥t❡❞ s✉❝❤ t❤❛t ✐ts ❧♦♥❣❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐s ❝♦❧✐♥❡❛r t♦
x✲❛①✐s✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦♣✐❡❝❡ ✐♥ t❤❡ r♦❧❧✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳
❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s r♦✉❣❤❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ❛❧♦♥❣ z✱ ✐✳❡✳ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡
❧♦♥❣❡st ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✈♦✐❞✳ ■ts ✈♦❧✉♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✷✸❛✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞
♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❝❛s❡✱ t❤❡ ✈♦✐❞ ✐s ♦r✐❡♥t❡❞ s✉❝❤ t❤❛t ✐ts ❧♦♥❣❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐s ❛❧♠♦st ❝♦❧✐♥❡❛r t♦
z✲❛①✐s✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ♠❛✐♥ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ■ts ✈♦❧✉♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✷✸❜✳
~ez
~ey
~ex
✭❛✮ t = 0.14 s ✭❜✮ ❋✐♥❛❧ st❛t❡ t = 0.28 s
❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✶✿ ❉❡t❛✐❧ ♦❢ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t str❛✐♥ ✜❡❧❞ ❛r♦✉♥❞ ❡❧❧✐♣s♦✐❞ ❆ ✭θY = 0✮ ❛t ✈❛r✐♦✉s ✐♥st❛♥ts
♦❢ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳
~ez
~ey
~ex
✭❛✮ t = 0.15 s ✭❜✮ ❋✐♥❛❧ st❛t❡ t = 0.28 s
❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✷✿ ❉❡t❛✐❧ ♦❢ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t str❛✐♥ ✜❡❧❞ ❛r♦✉♥❞ ❡❧❧✐♣s♦✐❞ ❆ ✭θY = 90✝✮ ❛t ✈❛r✐♦✉s
✐♥st❛♥ts ♦❢ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳
❊✛❡❝t ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❆ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✜♥❛❧ ❝❧♦s✉r❡ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞
❢♦r t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❝❛s❡s✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❢♦r t❤❡
✜rst ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✭❋✐❣✳ ✺✳✷✸❛✮ ✐s Vf/V0 = 0.19 ❛♥❞ ✐s ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥
❝❛s❡ ✭❋✐❣✳ ✺✳✷✸❜✮ ✇✐t❤ Vf/V0 = 0.65✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ✵✳✹✻ ❛♥❞ ❞✐r❡❝t❧② r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡
❡✛❡❝t ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳
❚❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜② t❤❡ ❙❚❇ ♠♦❞❡❧✱ ♥❡✐t❤❡r ❜② t❤❡ ❩❤❛♥❣ ♠♦❞❡❧✳ ❆s ❛
❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ♠♦❞❡❧ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡
r❡s✉❧t✐♥❣ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❡s ❛r❡ t❤✉s r❛t❤❡r ❧❛r❣❡✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❝❛s❡
✭❋✐❣✳ ✺✳✷✸❜✮✳ ❚❤❡ ❙❚❇ ❛♥❞ t❤❡ ❩❤❛♥❣ ♠♦❞❡❧s ♦✈❡r❡st✐♠❛t❡ ✜♥❛❧ ❝❧♦s✉r❡ ♦❢ ❛❜♦✉t ✸✺✪ ❛♥❞
✻✵✪✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ♦✈❡r❡st✐♠❛t✐♦♥ ❜② t❤❡ ♥❡✇ ♠♦❞❡❧ ❈✐❝❛♣♦r♦ ✐s ❛❜♦✉t ✸✪ ❢♦r t❤❡
s❡❝♦♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❝❛s❡✳
✶✽✻
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t❂✵
✭❛✮ ❊❧❧✲❆ ✭2, 1, 1✮ θY = 0
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Zhang model (m ∗ =0.3)
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✭❜✮ ❊❧❧✲❆ ✭2, 1, 1✮ θY = 90✝
❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✸✿ ❱♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❢♦r ❛ ♣r♦❧❛t❡ ❡❧❧✐♣s♦✐❞❛❧ ✈♦✐❞ (r1, r2, r3) ❂ (2, 1, 1) ✇✐t❤
t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❙❚❇ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❩❤❛♥❣ ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞
t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳
✶✽✼
❈❤❛♣t❡r ✺ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧
❆ss✉♠♣t✐♦♥s ❚❤❡ ♥❡✇ ♠♦❞❡❧ ❈✐❝❛♣♦r♦ ♣r❡❞✐❝ts ❝♦♠♣❧❡t❡ ❝❧♦s✉r❡ ✐♥ t❤❡ ✜rst ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥
❝❛s❡ ❋✐❣✳ ✺✳✷✸❛✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ✜♥❛❧ ✈♦❧✉♠❡ ✐s Vf/V0 = 0.19✳ ❋✐❣✳ ✺✳✷✶❜ ✐❧❧✉str❛t❡s
t❤❡ ✜♥❛❧ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤✐s ✈♦✐❞✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❛ s✐♠✐❧❛r t❡♥❞❡♥❝② ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❛s ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡
s♣❤❡r✐❝❛❧ ✈♦✐❞✿ t❤❡ ❧❡❢t ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✈♦✐❞ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❝❧♦s❡❞✱ ✇❤✐❧❡ ❛ r❡s✐❞✉❛❧ ❝❛✈✐t② r❡♠❛✐♥s
♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✈♦✐❞✳ ❚❤❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ✐s t❤✉s ♠❛✐♥❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦❢
t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ✜❡❧❞s✳
❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡s✱ t❤❡ ♦✈❡r❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❢♦r ❛❧❧ ♠♦❞❡❧s✳
❚❤✐s ✇❛s ❛❧r❡❛❞② ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r t❤❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❝❛s❡✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❣✐✈❡♥✱
r❡❧❛t✐✈❡❧② t♦ t❤❡ t✐♠❡ s❤✐❢t t❤❛t ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❧♦❛❞✐♥❣ ♣❛t❤s ✭❋✐❣✳ ✺✳✷✵✮✳
❚❤❡ ✜♥❛❧ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② t❤❛t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♥❡✇ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✐s ✶✾✪✳
✺✳✹✳✸ Pr♦❧❛t❡ ❡❧❧✐♣s♦✐❞ ❇
❚❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❧❛t❡ ❡❧❧✐♣s♦✐❞ ❇ ✐s ✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♦♥❡✳ ❚❤❡ ❛s♣❡❝t r❛t✐♦
r1/r3 ♦❢ ❡❧❧✐♣s♦✐❞ ❇ ✐s t✇✐❝❡ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ ❡❧❧✐♣s♦✐❞ ❆✳ ❚❤❡ s❤❛♣❡s ♦❢ ✈♦✐❞s ❞✉r✐♥❣ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥
❛r❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣s✳ ✺✳✷✹ ❛♥❞ ✺✳✷✺✳
~ez
~ey
~ex
✭❛✮ t = 0.16 s ✭❜✮ ❋✐♥❛❧ st❛t❡ t = 0.28 s
❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✹✿ ❉❡t❛✐❧ ♦❢ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t str❛✐♥ ✜❡❧❞ ❛r♦✉♥❞ ❡❧❧✐♣s♦✐❞ ❇ ✭θY = 0✮ ❛t ✈❛r✐♦✉s ✐♥st❛♥ts
♦❢ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳
~ez
~ey
~ex
✭❛✮ t = 0.17 s ✭❜✮ ❋✐♥❛❧ st❛t❡ t = 0.28
❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✺✿ ❉❡t❛✐❧ ♦❢ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t str❛✐♥ ✜❡❧❞ ❛r♦✉♥❞ ❡❧❧✐♣s♦✐❞ ❇ ✭θY = 90✝✮ ❛t ✈❛r✐♦✉s ✐♥✲
st❛♥ts ♦❢ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳
❆s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈♦✐❞ ❣❡♦♠❡tr② ✐s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❛s❡✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ t❡r♠s ♦❢
✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s ✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛❜♦✈❡✳
❉✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❛s♣❡❝t r❛t✐♦ ✐s ❧❛r❣❡r✱ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❡♠♣❤❛s✐③❡❞✳
❆s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✜♥❛❧ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❝❛s❡s ✐s
❣r❡❛t❡r✳ ❋♦r ❡❧❧✐♣s♦✐❞ ❇✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❞✉❡ t♦ ✐♥✐t✐❛❧ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ✵✳✽✹✳
❚❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣r❡❞✐❝ts ❛ ♥❡❛r❧② ❝♦♠♣❧❡t❡ ❝❧♦s✉r❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❋✐❣✳ ✺✳✷✻❛✱
❛s t❤❡ ✜♥❛❧ ✈♦❧✉♠❡ ✐s ✈❡r② ❧♦✇ Vf/V0 = 0.07✳ ❚❤✐s ♦✈❡r❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐s ❝♦❤❡r❡♥t ✇✐t❤ t❤❡
✶✽✽
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✭❛✮ ❊❧❧✲❇ ✭4, 1, 1✮ θY = 0
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STB model
Zhang model (m ∗ =0.3)
New model Cicaporo
✭❜✮ ❊❧❧✲❇ ✭4, 1, 1✮ θY = 90✝
❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✻✿ ❱♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❢♦r ❛ ♣r♦❧❛t❡ ❡❧❧✐♣s♦✐❞❛❧ ✈♦✐❞ (r1, r2, r3) ❂ (4, 1, 1) ✇✐t❤
t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❙❚❇ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❩❤❛♥❣ ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞
t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳
✶✽✾
❈❤❛♣t❡r ✺ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧
❣❡♥❡r❛❧ ♦✈❡r❡st✐♠❛t✐♦♥ t❤❛t ✇❛s ♦❜s❡r✈❡ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❛s❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧
❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠❡s♦✲s❝❛❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ t❤❛t ✇❛s ♠❛❞❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r ✭s❡❝✲
t✐♦♥ ✹✳✹✳✹✮✱ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❡❧❧✐♣s♦✐❞ ❇ ✇❛s t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✜tt✐♥❣ ❡①❤✐❜✐t❡❞ t❤❡ ❧❛r❣❡st
♦✈❡r❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❧♦s✉r❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❝❧♦s✉r❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♠❛② ❛❧s♦ ❝♦♥tr✐❜✉t❡
t♦ t❤❡ ♦✈❡r❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✳
❋♦r t❤❡ s❛♠❡ r❡❛s♦♥s ❛s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞✱ t❤❡ ❙❚❇ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ❩❤❛♥❣ ♠♦❞❡❧
s❤♦✇ r❛t❤❡r ❧❛r❣❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❝❛s❡✱ ❛s ♥♦♥❡ ♦❢ ❜♦t❤ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ❡✛❡❝t
♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r② t❤❡ ♥❡✇ ♠♦❞❡❧ ❈✐❝❛♣♦r♦ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤✐s
❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✱ ❛s t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✜♥❛❧ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ✵✳✽✺✳
❋♦r ❡❛❝❤ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ✜♥❛❧ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ✐s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✇✐t❤ ✵✳✵✺ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ✇✐t❤
❡❛❝❤ ❡①♣❧✐❝✐t ❝❛s❡✳
■t ✐s ♥♦t❡✇♦rt❤② t❤❛t ❢♦r t❤✐s ❡❧❧✐♣s♦✐❞✱ ❛ s❧✐❣❤t ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞
❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❝❛s❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✷✻❜✳ ❚❤✐s ❡✛❡❝t ✇❛s ♥♦t ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② ❛♥② ♠♦❞❡❧✳
❚❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♠❛② ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❛t ❛ ✈♦✐❞
✉♥❞❡r❣♦❡s✳ ❚❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ♥♦♥✲s②♠♠❡tr✐❝ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧ ✈♦✐❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✷✺❜ ✐♥❞✐❝❛t❡s
t❤❛t t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈♦✐❞ ❞✐❞ ♥♦t ♦❝❝✉r ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ❘❱❊
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳
✺✳✹✳✹ ❖❜❧❛t❡ ❡❧❧✐♣s♦✐❞ ❈
■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜❧❛t❡ ❡❧❧✐♣s♦✐❞ ❈✱ t✇♦ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❝❛s❡s ❛r❡ st✉❞✐❡❞ ❛s ✇❡❧❧✳ ❚❤❡ s❛♠❡
♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✐s ✉s❡❞ ❛s ❢♦r ♣r❡✈✐♦✉s ✈♦✐❞s✳
❚❤❡ s❤❛♣❡s ♦❢ ✈♦✐❞s ❞✉r✐♥❣ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛r❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣s✳ ✺✳✷✼ ❛♥❞ ✺✳✷✾✳ ■♥ t❤❡
✜rst ❝❛s❡✱ t❤❡ ✈♦✐❞ ✐s ♦r✐❡♥t❡❞ s✉❝❤ t❤❛t ✐ts s❤♦rt❡st ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐s ❝♦❧✐♥❡❛r t♦ t❤❡ ♠❛✐♥
❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛①✐s z✳ ❱♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✷✽❛✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞
❝❛s❡✱ t❤❡ ✈♦✐❞ ✐s ♦r✐❡♥t❡❞ s✉❝❤ t❤❛t ✐ts s❤♦rt❡st ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐s ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ ♠❛✐♥
❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛①✐s z✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤✉s r♦✉❣❤❧② ♦❝❝✉rs ❛❧♦♥❣ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦♥❣❡st
❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡❧❧✐♣s♦✐❞❛❧ ✈♦✐❞✳ ❱♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✷✽❜✳
~ez
~ey
~ex
✭❛✮ t = 0.18 s ✭❜✮ ❋✐♥❛❧ st❛t❡ t = 0.28 s
❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✼✿ ❉❡t❛✐❧ ♦❢ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t str❛✐♥ ✜❡❧❞ ❛r♦✉♥❞ ❡❧❧✐♣s♦✐❞ ❈ ✭θY = 0✮ ❛t ✈❛r✐♦✉s ✐♥st❛♥ts
♦❢ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳
■♥ t❤❡ ✜rst ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❝❛s❡✱ t❤❡ ❝❧♦s✉r❡ ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❡✣❝✐❡♥t✱ ❛♥❞ t❤❡ ✜♥❛❧ ✈♦❧✉♠❡ ✐s
♥❡❛r❧② ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ✈♦✐❞ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✷✼❜ ❛♥❞ s❤♦✇s
t❤❛t ❝♦♥t❛❝t ✇❛s ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ♦✈❡r ❛❧♠♦st t❤❡ ❡♥t✐r❡ ✐♥t❡r♥❛❧ s✉r❢❛❝❡s ♦❢ t❤❡ ✈♦✐❞✳ ❚❤✐s ✐s
✐♥ ✈❡r② ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♥❡✇ ♠♦❞❡❧✱ ❛s ❝♦♠♣❧❡t❡ ❝❧♦s✉r❡ ✐s ♣r❡❞✐❝t❡❞✳
■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❝❛s❡✱ t❤❡ ✜♥❛❧ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ✐s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❡①❝❡❧❧❡♥t
❛❝❝✉r❛❝②✳
✶✾✵
✺✳✹ ❈❛s❡ ♦❢ ❤♦t r♦❧❧✐♥❣
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Time (s)
0.0
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0
V
/V
0
Explicit
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Zhang model (m ∗ =0.3)
New model Cicaporo
✭❛✮ ❊❧❧✲❈ ✭2, 2, 1✮ θY = 0
0.10 0.15 0.20 0.25
Time (s)
0.0
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0
V
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0
Explicit
STB model
Zhang model (m ∗ =0.3)
New model Cicaporo
✭❜✮ ❊❧❧✲❈ ✭2, 2, 1✮ θY = 90✝
❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✽✿ ❱♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❢♦r ❛♥ ♦❜❧❛t❡ ❡❧❧✐♣s♦✐❞❛❧ ✈♦✐❞ (r1, r2, r3) ❂ (2, 2, 1) ✇✐t❤
t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❙❚❇ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❩❤❛♥❣ ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞
t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳
✶✾✶
❈❤❛♣t❡r ✺ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧
❉✉❡ t♦ t❤❡ str♦♥❣ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ t♦ ✐♥✐t✐❛❧ ✈♦✐❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣②✱ t❤❡ ❙❚❇ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ❩❤❛♥❣
♠♦❞❡❧ ❡①❤✐❜✐t r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧❛r❣❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❡s✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❢♦r t❤❡ ✜rst ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❝❛s❡✱ t❤❡
❩❤❛♥❣ ♠♦❞❡❧ s❤♦✇s r❛t❤❡r ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❝❛s❡✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♠♦❞❡❧
s✉♣♣♦s❡❞❧② ♣r❡❞✐❝ts t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ s♣❤❡r✐❝❛❧ ✈♦✐❞✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐ts ♣r❡❞✐❝t✐♦♥
❣✐✈❡s ❛ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ♦❢ ✹✶✪ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❝❛s❡ ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳
❚❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ ✜♥❛❧ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♥❡✇ ♠♦❞❡❧ ❈✐❝❛♣♦r♦ s❤♦✇s ❛ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝②
❧♦✇❡r t❤❛♥ ✺✪ ❢♦r ❜♦t❤ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❝❛s❡s✳
~ez
~ey
~ex
✭❛✮ t = 0.19 s ✭❜✮ ❋✐♥❛❧ st❛t❡ t = 0.28 s
❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✾✿ ❉❡t❛✐❧ ♦❢ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t str❛✐♥ ✜❡❧❞ ❛r♦✉♥❞ ❡❧❧✐♣s♦✐❞ ❈ ✭θY = 90✝✮ ❛t ✈❛r✐♦✉s
✐♥st❛♥ts ♦❢ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳
✺✳✹✳✺ ❊❧❧✐♣s♦✐❞ ❊
❚❤❡ ❡❧❧✐♣s♦✐❞❛❧ ✈♦✐❞ ❊ ✐s ❞❡✜♥❡❞ s✉❝❤ t❤❛t r1 ≥ r2 ≥ r3✳ ❆s ❢♦r ♣r❡✈✐♦✉s ❡❧❧✐♣s♦✐❞s✱ t✇♦
♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❝❛s❡s ❛r❡ st✉❞✐❡❞ ❢♦r t❤✐s ✈♦✐❞✳ ❚❤❡ s❤❛♣❡s ♦❢ ✈♦✐❞s ❞✉r✐♥❣ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛r❡
✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣s✳ ✺✳✸✵ ❛♥❞ ✺✳✸✷✳
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~ex
✭❛✮ t = 0.20 s ✭❜✮ ❋✐♥❛❧ st❛t❡ t = 0.28 s
❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✵✿ ❉❡t❛✐❧ ♦❢ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t str❛✐♥ ✜❡❧❞ ❛r♦✉♥❞ ❡❧❧✐♣s♦✐❞ ❊ ✭θY = 0✮ ❛t ✈❛r✐♦✉s ✐♥st❛♥ts
♦❢ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳
❚❤❡ ✜rst ❝❛s❡ ✐s ♦r✐❡♥t❡❞ s✉❝❤ t❤❛t ✐ts s❤♦rt❡st ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐s ❝♦❧✐♥❡❛r t♦ t❤❡ ♠❛✐♥ ❞❡❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ❛①✐s z✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✸✶❛✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡ ✐s ♦r✐❡♥t❡❞ s✉❝❤
t❤❛t ✐ts ❧♦♥❣❡st ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐s ❝♦❧✐♥❡❛r t♦ t❤❡ ♠❛✐♥ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛①✐s z✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡
❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✸✶❜✳
❱❡r② s✐♠✐❧❛r ❝♦♠♠❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ❛s ❢♦r t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣r♦❧❛t❡ ❛♥❞ ♦❜❧❛t❡ ❡❧❧✐♣s♦✐❞s✳
❚❤❡ ❩❤❛♥❣ ♠♦❞❡❧ s❤♦✇s ❛ ✈❡r② ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❝❛s❡ ❢♦r t❤❡ ✜rst ♦r✐✲
❡♥t❛t✐♦♥ ❋✐❣✳ ✺✳✸✶❛✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ✐t ✐s ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ s♣❤❡r✐❝❛❧ ✈♦✐❞✳ ❚❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❩❤❛♥❣ ♠♦❞❡❧ ❡①❤✐❜✐ts ❛ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ♦❢ ✺✵✪ ♦♥ t❤❡ ✜♥❛❧ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞
♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳
✶✾✷
✺✳✹ ❈❛s❡ ♦❢ ❤♦t r♦❧❧✐♥❣
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✭❛✮ ❊❧❧✲❊ ✭4, 3, 2✮ θY = 0
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✭❜✮ ❊❧❧✲❊ ✭4, 3, 2✮ θY = 90✝
❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✶✿ ❱♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❢♦r ❛♥ ❡❧❧✐♣s♦✐❞❛❧ ✈♦✐❞ (r1, r2, r3) ❂ (4, 3, 2) ✇✐t❤ t✇♦
❞✐✛❡r❡♥t ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❙❚❇ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❩❤❛♥❣ ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ t♦
t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳
✶✾✸
❈❤❛♣t❡r ✺ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧
❚❤❡ ❙❚❇ ♠♦❞❡❧ ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡s ✜♥❛❧ ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✜rst ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥
❝❛s❡✱ ❛♥❞ ♦✈❡r❡st✐♠❛t❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❝❛s❡✳ ❚❤❡ ❞✐s❝r❡♣✲
❛♥❝② ✐s ✷✺✪ ✐♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✳
❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♥❡✇ ♠♦❞❡❧ ❈✐❝❛♣♦r♦ ♦✈❡r❡st✐♠❛t❡s ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡ ✐♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ✜♥❛❧
✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ✐s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✇✐t❤ ✈❡r② ❣♦♦❞ ❛❝❝✉r❛❝②✱ ❛s t❤❡ ✜♥❛❧ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② r❡♠❛✐♥s ❧♦✇❡r
t❤❛♥ ✻✪✳
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✭❛✮ t = 0.21 s ✭❜✮ ❋✐♥❛❧ st❛t❡ t = 0.28 s
❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✷✿ ❉❡t❛✐❧ ♦❢ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t str❛✐♥ ✜❡❧❞ ❛r♦✉♥❞ ❡❧❧✐♣s♦✐❞ ❊ ✭θY = 90✝✮ ❛t ✈❛r✐♦✉s ✐♥✲
st❛♥ts ♦❢ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳
✶✾✹
✺✳✹ ❈❛s❡ ♦❢ ❤♦t r♦❧❧✐♥❣
✺✳✹✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s
❚❤❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❡s t❤❛t ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✜♥❛❧ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❛r❡ s②♥t❤❡t✐③❡❞ ✐♥
❋✐❣✳ ✺✳✸✸✳ ❚❤❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ ❢♦r ❛❧❧ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✈♦✐❞
❝❛s❡s✳ ◆❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t ❛ ♠♦❞❡❧ ♦✈❡r❡st✐♠❛t❡s ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡
❡①♣❧✐❝✐t s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❛s t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✈♦❧✉♠❡ ✐s ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ♦♥❡✳ P♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s
✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡s ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡✳
❚❤❡ ❙❚❇♠♦❞❡❧ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ♦✈❡r❡st✐♠❛t❡s ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡ ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡s ♦❢ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥
✭❆✷✱ ❇✷✱ ❈✷✱ ❊✷✮✱ ✇❤✐❧❡ ✐t ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡s ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡ ❢♦r t❤❡ ✜rst ❝❛s❡s ♦❢ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✭❆✶✱
❇✶✱ ❈✶✱ ❊✶✮✳ ❚❤❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❡s ❛r❡ ❧❛r❣❡r ❢♦r ❧❛r❣❡r ❛s♣❡❝t r❛t✐♦s✳ ❚❤❡ ❧♦✇❡st ❞✐s❝r❡♣❛♥❝②
✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❝❛s❡✳
❚❤❡ ❧❛r❣❡st ❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❡s ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ❩❤❛♥❣ ♠♦❞❡❧✳ ❋r♦♠ ❛❧❧ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❝❛s❡s✱
t❤❡ ❩❤❛♥❣ ♠♦❞❡❧ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❡①❤✐❜✐ts ❛ str♦♥❣❡r ♦✈❡r❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞
♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❝❛s❡s ✭❆✷✱ ❇✷✱ ❈✷✱ ❊✷✮ ❧❡❛❞ t♦ ✈❡r② ❤✐❣❤ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❡s✱ ❜❡t✇❡❡♥ ✹✵✪ t♦ ✽✽✪
♦✈❡r❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ t❤❡ ✜rst ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❝❛s❡s ✭❆✶✱ ❇✶✱ ❈✶✱ ❊✶✮ ✇❡r❡
♣r❡❞✐❝t❡❞ ✇✐t❤ r❛t❤❡r ❣♦♦❞ ❛❝❝✉r❛❝②✱ ❛s t❤❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ❞♦❡s ♥♦t ❡①❝❡❡❞ ✶✵✪✳
❙✐♥❝❡ t❤❡ ♥❡✇ ♠♦❞❡❧ ❈✐❝❛♣♦r♦ ✇❛s ❜✉✐❧t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ s✐♠✐❧❛r ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛s t❤❡ ❩❤❛♥❣
♠♦❞❡❧✱ t❤✐s ❣❡♥❡r❛❧ t❡♥❞❡♥❝② ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❛s ✇❡❧❧✳ ❚❤❡ ♥❡✇ ♠♦❞❡❧ ❈✐❝❛♣♦r♦ ❣❡♥❡r❛❧❧②
♦✈❡r❡st✐♠❛t❡s t❤❡ ✜♥❛❧ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡✳ ❋r♦♠ ❛❧❧ t❡st❡❞ ✈♦✐❞s✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞✐❞ ♥♦t ❡①❤✐❜✐t ❛♥②
✉♥❞❡r❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡✳
◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ❡❧❧✐♣s♦✐❞ ❆ ✐♥ ✐ts ✜rst ♦r✐❡♥✲
t❛t✐♦♥ ❝❛s❡ ✭❆✶✮✱ ✇✐t❤ ❛❜♦✉t ✶✾✪ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ■♥
❛❧❧ ♦t❤❡r ❝❛s❡s✱ t❤❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② r❡♠❛✐♥❡❞ ❧♦✇❡r t❤❛♥ ✼✪✳ ❚❤✐s r❡♠❛r❦ ❞❡♠♦♥str❛t❡s t❤❡
❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ♠♦❞❡❧ ❈✐❝❛♣♦r♦ t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✸✿ ❋✐♥❛❧ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❡s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❙❚❇ ♠♦❞❡❧✱
t❤❡ ❩❤❛♥❣ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ♥❡✇ ♠♦❞❡❧ ❈✐❝❛♣♦r♦ ❢♦r t❤❡ ❤♦t r♦❧❧✐♥❣ ❝❛s❡ ✭t❤❡
♥♦♠❡♥❝❧❛t✉r❡ r❡❧❛t❡s t♦ t❤❡ ♥❛♠❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❧✐♣s♦✐❞ ❆✕❊ ❛♥❞ ✐ts ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❝❛s❡
✶✕✷✮✳
✶✾✺
❈❤❛♣t❡r ✺ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧
✺✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s
❚❤❡ ♥❡✇ ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡ ♠♦❞❡❧ ❈✐❝❛♣♦r♦ ✇❛s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t s♦❢t✇❛r❡
❋❖❘●❊ ❬✷✵✶✶❪ ❛s ❛ ♣♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ s✉❜r♦✉t✐♥❡✱ ❛♥❞ ✇❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ❙❚❇
♠♦❞❡❧ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ▲❛s♥❡ ❬✷✵✵✽❪✱ ❛♥❞ t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❩❤❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❪✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧s
✇❡r❡ ❝♦♥❢r♦♥t❡❞ t♦ ❡①♣❧✐❝✐t s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t
✐♥❞✉str✐❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s✿ ❛ ❝❛s❡ ♦❢ ♦♣❡♥ ❞✐❡ ❢♦r❣✐♥❣✱ ❛♥❞ ❛ ❝❛s❡ ♦❢ ❤♦t ❢♦r❣✐♥❣✳ ❱❛r✐♦✉s ❡❧❧✐♣s♦✐❞❛❧
✈♦✐❞s ✇❡r❡ ✉s❡❞✱ ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ✇❡r❡ s✉❜♠✐tt❡❞
t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❧♦❛❞✐♥❣ ♣❛t❤s✳
❚❤❡ ❜❡♥❡✜ts ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ♠♦❞❡❧ ❈✐❝❛♣♦r♦ ✇❡r❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡
t♦ ✐♥✐t✐❛❧ ❣❡♦♠❡tr② ✭✐♥✐t✐❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✮✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢
❛ ✈♦✐❞ ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♦♥ ✐ts ✈♦❧✉♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❙❚❇ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ❩❤❛♥❣ ♠♦❞❡❧ ❛r❡
✉♥❛❜❧❡ t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤✐s ❡✛❡❝t✳ ❚❤❡ ♥❡✇ ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡ ♠♦❞❡❧ ❈✐❝❛♣♦r♦ ✐s ❛❜❧❡ t♦
♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ ❣❡♦♠❡tr② ✇✐t❤ ❡①❝❡❧❧❡♥t ❛❝❝✉r❛❝②✳
❆ ❣❡♥❡r❛❧ ♦✈❡r❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ♠♦❞❡❧s ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞✱ ❛♥❞ ✐s ♠❛✐♥❧② ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡
❛ss✉♠♣t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ✉s❡❞ ❛t t❤❡ ♠❡s♦✲s❝❛❧❡ t♦ ❝❛❧✐❜r❛t❡ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s✿
• ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱
• ❛①✐s②♠♠❡tr② ♦❢ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱
• ✉♥✐❢♦r♠✐t② ♦❢ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳
❚❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ✜♥❛❧ ✈♦✐❞ s❤❛♣❡s ✐♥ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ♣r♦❝❡ss s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ t❤❛t
❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ ✈♦✐❞s ✐♥ t❤❡ ✐♥❞✉str✐❛❧ ♣r♦❝❡ss ✐s r❛t❤❡r ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ♦♥❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛t
t❤❡ ❘❱❊✲s❝❛❧❡✳ ❋r♦♠ t❤❡ t✇♦ ✜rst ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❛s ✐♥s✉✣❝✐❡♥t
t♦ ❝❧❡❛r❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤❡t❤❡r ✐t ✐s t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t②✱ ♦r t❤❡ ❛①✐s②♠♠❡tr② ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡
❧❛r❣❡st ❞✐s❝r❡♣❛♥❝②✳ ❚❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛t t❤❡ ❘❱❊✲s❝❛❧❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ ❜♦t❤ ❛s♣❡❝ts ❝♦♥st✐t✉t❡s ❛ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ t♦ t❤✐s ✇♦r❦✳
❚❤❡ t❤✐r❞ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ r❡s✉❧ts
❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈♦✐❞ ✐s ✉♥❦♥♦✇♥ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞
♠♦❞❡❧✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈♦✐❞✳ ■♥
♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈♦✐❞ r❡♠❛✐♥s ❝♦♥st❛♥t ❞✉r✐♥❣
❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✐♥ ❛ ✜rst ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ Pr❡❞✐❝t✐♥❣ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈♦✐❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥
✇♦✉❧❞ ❜❡ t❤✉s ♦❢ ❣r❡❛t ✐♥t❡r❡st t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳
■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢✉❧❧ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✈♦✐❞ ✭❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛♥❞
♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✮ ❞✉r✐♥❣ ❝❧♦s✉r❡ ✐s ❛ ✈❡r② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦✳ ❚❤❡
❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐① ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✐♥❡rt✐❛ ♠❛tr✐① ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡
♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❛s t❤❡ ♦♥❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ✭s❝❛❧❛r ✈❛r✐❛❜❧❡✮✳
❑♥♦✇✐♥❣ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ ❛ ✈♦✐❞ s❤♦✇s ❛ ❞♦✉❜❧❡ ✐♥t❡r❡st✳ ❋✐rst✱
❛s ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ❛❜♦✈❡✱ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❛❝t✉❛❧
st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ✈♦✐❞✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ❦♥♦✇✐♥❣ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s
♦❢ t❤❡ ✈♦✐❞ ♠❛② ❛❧s♦ s♣❛r❡ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ t❡r♠ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣
t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ s❤❛♣❡ ❞✉❡ t♦ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝✉rr❡♥t ❣❡♦♠❡tr② ✇♦✉❧❞ ❞✐r❡❝t❧② ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
❜② t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐ts❡❧❢✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ✐t ✇❛s s❤♦✇♥ t❤❛t ❣❡♥❡r❛❧ ♦✈❡r❡st✐♠❛t✐♦♥ t❤❛t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ✇✐t❤ ❛❧❧ ♠♦❞❡❧s ✐s
❛❧s♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♠❛❞❡ ❜② t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧ ✭r❡❣❛r❞✐♥❣
t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✈♦✐❞s ❤❛s ♥♦ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ✜❡❧❞s ❛t t❤❡
♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ s❝❛❧❡✮✳
✶✾✻
●❡♥❡r❛❧ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s
❆ ♥❡✇ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡ ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡t ❛ ❜❡tt❡r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ ✈♦✐❞
✈♦❧✉♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ ❛♥ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❝♦♥t❡①t✳
❚❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇❛s ❞❡✜♥❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛♥ ❡①t❡♥s✐✈❡ st✉❞② ♦❢ ✐♥❞✉str✐❛❧ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts
✭♠❛t❡r✐❛❧s✱ ♣r♦❝❡ss❡s ❛♥❞ ✈♦✐❞ st❛t❡s✮ ❛♥❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❡①✐st✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳
❚❤❡ ❧❛tt❡r ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ ❤②♣♦t❤❡s❡s t❤❛t ❛r❡ t♦♦ r❡str✐❝t✐✈❡ ❢♦r ❛ s✉st❛✐♥❛❜❧❡
✐♥❞✉str✐❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❙tr❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t② ❜❛s❡❞ ✭❙❚❇✮ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧❧② ✉s❡❞ ✐♥ ❛ ✜rst
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♣r♦❝❡ss s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♦♥❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ▲❛s♥❡
❬✷✵✵✽❪✳ ❚❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ♠❛✐♥❧② ❧✐♠✐t❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡② ❞♦ ♥♦t t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t
t❤❡ s❤❛♣❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ✈♦✐❞ ❞✉r✐♥❣ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡❝❡♥t ❩❤❛♥❣ ♠♦❞❡❧ ❬❩❤❛♥❣ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✵✾❪ ❡①❤✐❜✐ts ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ r❡s✉❧ts✱ ❜✉t r❡♠❛✐♥s ❧✐♠✐t❡❞ t♦ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ s♣❤❡r✐❝❛❧
✈♦✐❞s ♦♥❧②✳
❚❤❡ ✐♥❞✉str✐❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ✈♦✐❞s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❡①❤✐❜✐ts ❝♦♠♣❧❡① ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡s✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t
♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ ✈♦✐❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ♦♥ ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡
q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ ✈♦✐❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❡❧❧✐♣s♦✐❞s
✇❛s ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ✈♦✐❞ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✐s ♥♦t str✐❝t❧② ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ ❛ r❡❛❧
t♦rt✉♦✉s ✈♦✐❞✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❡❧❧✐♣s♦✐❞s s❤♦✇❡❞ ❣r❡❛t ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ✉s❡
♦❢ s♣❤❡r❡s t❤❛t ✐s ❝❧❛ss✐❝❛❧❧② ♠❛❞❡ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳
■t ✇❛s ❝❤♦s❡♥ t♦ st✉❞② ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡ ❛t t❤❡ ♠❡s♦✲s❝❛❧❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞
♠♦❞❡❧ ❢♦r ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❡♥❛❜❧❡s t❤❡ ❝❧♦s✉r❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s t♦ ❜❡
❛❝❝✉r❛t❡❧② st✉❞✐❡❞ ❛t t❤❡ ♠✐❝r♦✲s❝❛❧❡ ✉s✐♥❣ ❢✉❧❧✲✜❡❧❞ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ ❛ r❡♣✲
r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ✈♦❧✉♠❡ ❡❧❡♠❡♥t✳ ❇♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇❡r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡
t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ r❡♠♦t❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ s❝❛❧❡✳ ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞
♠♦❞❡❧ s❤♦✇s ❣r❡❛t ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ❛s ✐t ❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❞✉r✐♥❣
t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❤♦t ❢♦r♠✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s✳
❚❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t s♦❢t✇❛r❡ ❋❖❘●❊ ❬✷✵✶✶❪ ✇❛s ✉s❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❢✉❧❧✲✜❡❧❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳
❘❡❛❧ ✈♦✐❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡s ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❳✲r❛② ♠✐❝r♦t♦♠♦❣r❛♣❤② ❡①❛♠✐♥❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣
s❡✈❡r❛❧ s❛♠♣❧❡s✳ ❆♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ✇❛s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❞
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❢♦r s❡✈❡r❛❧ s❛♠♣❧❡s ❛❢t❡r ❤♦t ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ t❡sts✳
❚❤❡ ❢❡❛s✐❜✐❧✐t② ♦❢ s✉❝❤ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ✇❛s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞✳ ■t ✇❛s s❤♦✇♥ t❤❛t
t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ❝❛♥ ❜❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❡♥❤❛♥❝❡❞ ✇✐t❤ ❛ r❡❧❡✈❛♥t ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ✈♦✐❞✲t♦✲
s❛♠♣❧❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ r❛t✐♦✳ ❚❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ♠❛② ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❣♦♦❞ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ q✉❛❧✐t②
♦❢ t❤❡ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♠❛❣❡s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳
❱❡r② ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❢✉❧❧✲✜❡❧❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
❡①❛♠✐♥❛t✐♦♥s✳
❆ s❡♥s✐t✐✈✐t② st✉❞② ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ ❢✉❧❧✲✜❡❧❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛t t❤❡ ♠✐❝r♦✲s❝❛❧❡ ❛♥❞
♥✉♠❡r♦✉s ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❡r❡ st✉❞✐❡❞ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡✐r ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡✿
• ❚❤❡ ♠♦st ✐♥✢✉❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ t❤❡ ❝✉♠✉❧❛t❡❞ str❛✐♥✱ t❤❡ str❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t② r❛t✐♦
❛♥❞ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ ✈♦✐❞✳
✶✾✼
●❡♥❡r❛❧ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s
• ❚❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs m ✭str❛✐♥✲r❛t❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❝♦❡✣❝✐❡♥t✮ ❛♥❞ n ✭str❛✐♥ ❤❛r❞❡♥✲
✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✮ ❡①❤✐❜✐t ❛ ❝❡rt❛✐♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢
✈❛❧✉❡s ❢♦r ❤♦t ♠❡t❛❧ ❢♦r♠✐♥❣✱ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❤❛✈❡ ❛ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ✐♥✢✉❡♥❝❡✳
• ❚❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❝♦♥s✐st❡♥❝② A✱ t❤❡ r❡♠♦t❡ str❛✐♥✲r❛t❡ ˙¯ε✱ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ T ❛♥❞ t❤❡
✐♥✐t✐❛❧ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ V0 ❤❛✈❡ ♥♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡✳
❚❤❡ ♠♦st ✐♥✢✉❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❡r❡ ❛tt❡♥t✐✈❡❧② st✉❞✐❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ✇✐❞❡ ❝❛♠♣❛✐❣♥ ♦❢ ❢✉❧❧✲✜❡❧❞
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛t t❤❡ ❘❱❊✲s❝❛❧❡✳ ❚❤✐s ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝❛♠♣❛✐❣♥ ✇❛s ✉s❡❞ t♦ ❜✉✐❧❞ ❛ ♥❡✇ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞
♠♦❞❡❧ ❢♦r ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡✳ ❆ ♥❡✇ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ✇❛s ❞❡✜♥❡❞ ❛♥❞
❝❛❧✐❜r❛t❡❞✳
❚❤❡ ♥❡✇ ♠♦❞❡❧ ✇❛s ❛ss❡ss❡❞ ✉s✐♥❣ ❢♦✉r ❡❧❧✐♣s♦✐❞s ✭❞❡✜♥❡❞ ❢r♦♠ r❡❛❧ ✐♥❞✉str✐❛❧ ✈♦✐❞s✮✱
✉♥❞❡r ✜✈❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡s❡ t✇❡♥t② ❝❛s❡s✱ t❤❡ L2−♥♦r♠ ❡rr♦r r❡♠❛✐♥❡❞
✉♥❞❡r ✺✪ ✐♥ ❡✐❣❤t❡❡♥ ❝❛s❡s✱ ❛♥❞ r❛✐s❡❞ t♦ ✶✼✪ ❢♦r ♦♥❡ ✈♦✐❞ ✉♥❞❡r ❧♦✇ ❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ str❡ss
st❛t❡s ✭TX ≈ 0✮✳
❚❤❡ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧ ✇❛s ✜♥❛❧❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t s♦❢t✇❛r❡ ❋❖❘●❊
❬✷✵✶✶❪ ❛s ❛ ✉s❡r s✉❜r♦✉t✐♥❡✳ ❚✇♦ ✐♥❞✉str✐❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s ✇❡r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✿ ❛ ❝❛s❡ ♦❢ ♠✉❧t✐✲❜❧♦✇
♦♣❡♥ ❞✐❡ ❢♦r❣✐♥❣ ❛♥❞ ❛ ❝❛s❡ ♦❢ ❤♦t r♦❧❧✐♥❣✳ ❚❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✈♦❧✉♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✇❛s ❛ss❡ss❡❞ ❜②
❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ❢✉❧❧✲✜❡❧❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡s❡ ♣r♦❝❡ss❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❡①♣❧✐❝✐t ✈♦✐❞s ♣❧❛❝❡❞ ❛t
✈❛r✐♦✉s ♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ♠♦❞❡❧ ✇❛s ❛❧s♦ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❙❚❇ ♠♦❞❡❧
❛♥❞ t❤❡ ❩❤❛♥❣ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❡ ❜❡♥❡✜ts ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♠♦st ❛❞✈❛♥❝❡❞
♠♦❞❡❧s ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳
■t ✇❛s ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t t❤❛t t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❩❤❛♥❣ ♠♦❞❡❧ r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❛ ♠❛t❡r✐❛❧
♣❛r❛♠❡t❡r t❤❛t ✐s ♥♦t str✐❝t❧② ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧s ✇✐t❤ str❛✐♥ ❤❛r❞❡♥✐♥❣✳ ❚❤❡
✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❩❤❛♥❣ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✈✐rt✉❛❧ ✈❛❧✉❡ m∗ = 0.3 s❤♦✇❡❞
❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♥❡✇ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s♣❤❡r✐❝❛❧ ✈♦✐❞s✳
❚❤❡ ❜❡♥❡✜ts ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ♠♦❞❡❧ ❈✐❝❛♣♦r♦ ✇❡r❡ s❤♦✇♥ ✉s✐♥❣ ❡❧❧✐♣s♦✐❞❛❧ ✈♦✐❞s✳ ❚❤❡ ♣r❡✲
❞✐❝t❡❞ ✈❛❧✉❡s ✇❡r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✜♥❛❧ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❢♦r ❜♦t❤ ✐♥❞✉str✐❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s✳
❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ ❣❡♦♠❡tr② ✭r❡❧❛t✐✈❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✮ ✇❛s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✇✐t❤
❣♦♦❞ ❛❝❝✉r❛❝②✱ ✇❤✐❧❡ ✐t ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② ❛♥② ♦❢ t❤❡ ❙❚❇ ♦r t❤❡ ❩❤❛♥❣ ♠♦❞❡❧s✳
❆ ❣❡♥❡r❛❧ ♦✈❡r❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❢✉❧❧✲✜❡❧❞
❡①♣❧✐❝✐t ❝❛s❡s✳ ❚❤✐s ✇❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ♠❛❞❡ ✉s✐♥❣ ❛ ♠❡❛♥✲
✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡s♦✲s❝❛❧❡✳
❚❤❡ ♠❛✐♥ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s t♦ t❤✐s ✇♦r❦ ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳
• ❚❤❡ ♦✈❡r❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡ ❜② t❤❡ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧s ♠❛② r❡♠❛✐♥ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t
✐ss✉❡ ❢r♦♠ ❛♥ ✐♥❞✉str✐❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✳ ■t ✇❛s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❛t t❤✐s ♦✈❡r❡st✐♠❛t✐♦♥
✐s ♣❛rt✐❛❧❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❛t t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✈♦✐❞s ❤❛s ♥♦
✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦♣✐❡❝❡✳ ❚❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❧♦❛❞✐♥❣ ♣❛t❤s
♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢✉❧❧✲✜❡❧❞ ❡①♣❧✐❝✐t ❝❛s❡ ✇❡r❡ s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡s ✐♥ t❤❡
✈♦✐❞✲❢r❡❡ ❝❛s❡ ✭✇✐t❤ t❤❡ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧s✮✳ ❚❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❝✉♠✉❧❛t❡❞ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t str❛✐♥
✇❛s ❤✐❣❤❡r ✐♥ t❤❡ ✈♦✐❞✲❢r❡❡ ❝❛s❡✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛♥ ♦✈❡r❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡✳ ❚❤✐s
❡✛❡❝t ♠✐❣❤t ❜❡ ❝♦rr❡❝t❡❞ ❜② ❛❞❞✐♥❣ ❝♦rr❡❝t✐✈❡ t❡r♠s✱ ♦r ❜② ♠♦❞✐❢②✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢
t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥ts ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳
• ❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛t t❤❡ ❘❱❊✲s❝❛❧❡✱ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t②
♦❢ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ✜❡❧❞s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❛①✐s②♠♠❡tr② ♦❢ t❤❡ str❡ss st❛t❡ ✇❡r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞✳
❚❤❡② ❝♦✉❧❞ ♠❛✐♥❧② ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ♦❢ ✜♥❛❧ ✈♦✐❞ s❤❛♣❡s t❤❛t ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
✶✾✽
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❢✉❧❧✲✜❡❧❞ ❡①♣❧✐❝✐t ♣r♦❝❡ss s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❢✉❧❧✲✜❡❧❞ ❘❱❊ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳
❆❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♠✐❣❤t ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡tt❡r r❡♣r❡s❡♥t t❤❡
♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ st❛t❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ str❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t② r❛t✐♦ ✐s ✐♥s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❢✉❧❧②
❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ str❡ss st❛t❡✳ ❚❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ♥♦♥✲s②♠♠❡tr✐❝❛❧ str❡ss
❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♠❛② ❜❡ ♦❢ ❣r❡❛t ✐♥t❡r❡st t♦ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦♥ ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡✳
❆ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ▲♦❞❡ ❛♥❣❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✳
• ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇❛s ❧✐♠✐t❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♠❛② ✈❛r②
❞✉r✐♥❣ r❡❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇❛s ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ✉♥✐❢♦r♠ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥
❝❛s❡s✳ ❚❤❡ ✉♥✐❢♦r♠✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♠❛② ❜❡❝♦♠❡ ❛ str♦♥❣ ❛s✲
s✉♠♣t✐♦♥s ✐♥ s♦♠❡ ✐♥❞✉str✐❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠✐r② ✇❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞
✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❈✳
❚❤✐s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ t♦ ✉♥✐❢♦r♠ ❧♦❛❞✐♥❣s ✐s ✐♥ ❢❛❝t ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥✲
✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧ ✐ts❡❧❢✳ ❆s ❛ s❝❛❧❛r ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✭t❤❡ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡✮✱ t❤❡ ❝✉rr❡♥t
❣❡♦♠❡tr② ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈♦✐❞ ✐s ✉♥❦♥♦✇♥ ❞✉r✐♥❣ ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢
s❤❛♣❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐s ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t C ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ♠♦❞❡❧✳ ❙✐♥❝❡
t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇❛s ❜✉✐❧t ✉s✐♥❣ ✉♥✐❢♦r♠ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ t❤✐s ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✐s
♥♦ ❧♦♥❣❡r ✈❛❧✐❞ ✉s✐♥❣ ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠ ❝❛s❡s✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡t r✐❞ ♦❢ t❤✐s ✜rst ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ❛ ❢✉❧❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❣❡♦♠❡tr②
❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈♦✐❞ ✇♦✉❧❞ ❜❡ r❡q✉✐r❡❞✳ ❆ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐① ❝♦♠♣♦♥❡♥ts
♦❢ t❤❡ ✐♥❡rt✐❛ ♠❛tr✐① ❞✉r✐♥❣ ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡ ♠✐❣❤t s❤♦✇ ❣r❡❛t ✐♥t❡r❡st✳
• ❚❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❡r❡ ♥♦t ❛❞❞r❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❈✐❝❛♣♦r♦ ♠♦❞❡❧✱ ❛s t❤❡② ❡①❤✐❜✐t❡❞
❛ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ✐♥✢✉❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡✐r ✐♥✢✉❡♥❝❡ ✇❛s ♥♦t
♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♠✐❣❤t ❜❡ ❛ r❡❧❡✈❛♥t
❛♠❡❧✐♦r❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♠♦❞❡❧✳ ❆tt❡♥t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ♣❛✐❞ t♦ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡
♠❛t❡r✐❛❧ ❧❛✇ t❤❛t ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ t❤❡ ❍❛♥s❡❧✲❙♣✐tt❡❧ ❧❛✇ ✇❛s ❡①❝❧✉s✐✈❡❧②
❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤✐s ❧❛✇ ✇❛s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t s✐♥❝❡ t❤❡ s✐♠♣❧❡ ♣♦✇❡r✲❧❛✇ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡
❡❛s✐❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s✐♠♣❧✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❍❛♥s❡❧✲❙♣✐tt❡❧ ❧❛✇✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♠❛t❡r✐❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉r
♦❢ ❤♦t ♠❡t❛❧s ❛r❡ ❛❧s♦ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❛✇s✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ◆♦rt♦♥✲❍♦✛ ❧❛✇✱
t❤❡ ●◆❍❇✲t②♣❡✱ ♦r ✉s✐♥❣ t❛❜✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛✳
• ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ✉s✐♥❣ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❡❧❧✐♣s♦✐❞s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ r❡❛❧ ✈♦✐❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡s ✇❛s ♠❛❞❡
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭❛s♣❡❝t r❛t✐♦s ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✮
✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✇❛s q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ t♦rt✉♦s✐t② ♠❛② ❤❛✈❡ ❛
s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ❝❧♦s✉r❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❛t t❤❡ ✜♥❛❧ st❛❣❡s ♦❢ ✈♦✐❞
❝❧♦s✉r❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ t♦rt✉♦s✐t② ✐s ❞❡❧✐❝❛t❡ ❢♦r t✇♦ r❡❛s♦♥s✳
❋✐rst❧②✱ t❤❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ q✉❛♥t✐❢② t♦rt✉♦s✐t② ❛r❡ ♥✉♠❡r♦✉s ❛♥❞ r❡♠❛✐♥
♦❢t❡♥ s✉❜❥❡❝t✐✈❡ ❬❇✉❧❧✐tt ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❪✳ ❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛♣♣❛r❡♥t t♦rt✉♦s✐t② ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ♠✐❣❤t t❤✉s ❜❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❬❚❤♦r❛t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪✳
❙❡❝♦♥❞❧②✱ ❡✈❡♥ ✇✐t❤ ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈♦✐❞ t♦rt✉♦s✐t②✱ ✐ts ✉s❡ ✐♥ ❛ ♠❡❛♥✲
✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧ r❡q✉✐r❡s ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ✈♦✐❞s ♠♦r♣❤♦❧♦❣②✳
❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❳✲r❛② ♠✐❝r♦t♦♠♦❣r❛♣❤②✱ ❜✉t t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ❝♦st❧② ❛♥❞ ✐s
❧✐♠✐t❡❞ t♦ s♠❛❧❧ s❛♠♣❧❡s✳ ❆ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❛❝❝✉r❛t❡ ❛♥❞ s②st❡♠❛t✐❝ ❡①❛♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
✐♥t❡r♥❛❧ ✈♦✐❞ st❛t❡ ✐s t❤✉s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❛t ♣r❡s❡♥t ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳
• ❲✐t❤✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✐s♦❧❛t❡❞ ✈♦✐❞s ✇❡r❡ ❡①❝❧✉s✐✈❡❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✇❛s
✐♠♣❧✐❝✐t❧② ♠❛❞❡ ❜② t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❘❱❊ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❇② ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ❘❱❊
❞✐♠❡♥s✐♦♥s t❤r❡❡ t✐♠❡s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ✈♦✐❞✬s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ✐♥ ❛
✜rst ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ t❤❛t t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥♦t❤❡r ✈♦✐❞ ❝❛♥ ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ✐❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡
✶✾✾
●❡♥❡r❛❧ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s
❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ ✈♦✐❞s ❝❡♥t❡rs ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤r❡❡ t✐♠❡s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✈♦✐❞s✳
◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✐❢ t❤✐s ❞✐st❛♥❝❡ ✐s s❤♦rt❡r✱ t❤❡ ❡✛❡❝t ♠✐❣❤t ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❜❡❝♦♠❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t✳
❚❤✐s ♣r♦①✐♠✐t② ❡✛❡❝t ✇❛s ♥♦t ❛❞❞r❡ss❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ❜✉t ♠✐❣❤t ❜❡ ❛ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡
♦❢ ✐♥t❡r❡st ❛s ✇❡❧❧✳
• ❱♦✐❞s ❣❡♥❡r❛❧❧② r❡s✉❧t ❢r♦♠ s❤r✐♥❦❛❣❡ ❞✉r✐♥❣ ❝♦♦❧✐♥❣ ♦❢ ❛♥ ✐♥❣♦t✱ ❛♥❞ ❛r❡ t❤✉s ❝♦♥✲
s✐❞❡r❡❞ ❛s ❡♠♣t②✳ ❆ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❣❛s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✈♦✐❞s ✐s ❤♦✇❡✈❡r s♦♠❡t✐♠❡s
♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❬❑❡✐❢❡ ❛♥❞ ❙tå❤❧❜❡r❣✱ ✶✾✽✵✱ ❚♦❞❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪✳ ❆♥ ✐♥❞✉str✐❛❧ ✉♥♣✉❜❧✐s❤❡❞
st✉❞② ❛❧s♦ r❡✈❡❛❧❡❞ ❛ ♥♦♥✲♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ q✉❛♥t✐t② ♦❢ ❣❛s ✐♥s✐❞❡ s❡✈❡r❛❧ ✈♦✐❞s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ q✉❛♥t✐t② ♦❢ ❣❛s ✐s st✐❧❧ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❝♦♠♣❧❡① ❞✉❡ t♦
t❤❡ s♠❛❧❧ ✈♦❧✉♠❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✈♦✐❞s✳
❲✐t❤✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧ ♣r❡ss✉r❡ ✇❛s ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❢r❡❡
❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇❡r❡ ✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ s✉r❢❛❝❡s ♦❢ t❤❡ ✈♦✐❞s ✭❛♣❛rt ❢r♦♠ t❤❡
s❡❧❢✲❝♦♥t❛❝t ③♦♥❡s✮✳
◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ q✉❛♥t✐t② ♦❢ ❣❛s ♠✐❣❤t s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ♣r❡s✲
s✉r❡ ✐♥s✐❞❡ ❛ ✈♦✐❞✱ ❛s ✐ts ✈♦❧✉♠❡ t❡♥❞s t♦ ③❡r♦✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❛t t❤❡ t②♣✐❝❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s
❢♦r t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❤♦t ❢♦r♠✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ❣❛s ❞✐✛✉s✐♦♥ ♠✐❣❤t ♥♦t ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳ ❈♦♥✲
s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧ ❣❛s ❝♦✉❧❞ t❤✉s ❜❡ ♦❢ ❣r❡❛t ✐♥t❡r❡st ✐♥ ❣❡tt✐♥❣ ❛ ♠♦r❡
❛❝❝✉r❛t❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✳
• ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛s ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ✐♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ t❤❡ ✜♥❛❧ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ✈♦✐❞s r❡q✉✐r❡s ❤❡❛❧✐♥❣
♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ s✉r❢❛❝❡s ✐♥ ❝♦♥t❛❝t✱ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❬P❛r❦ ❛♥❞ ❨❛♥❣✱
✶✾✾✻❪✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦ ✇❛s r❡str✐❝t❡❞ t♦ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝❧♦s✉r❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✱ ♦♥❧②✳
❋✐♥❛❧ ❤❡❛❧✐♥❣ t❤✉s r✐s❡s ❛s ❛ ❣r❡❛t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❛s ✇❡❧❧✳
✷✵✵
❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②
❙✳ ❆❣♦✉t✐✳ ➱t✉❞❡ ❞❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡ ❞é❢❛✉ts ❞ét❡❝tés ❞❛♥s ❞❡s ♣✐è❝❡s ❡♥ ❛❧❧✐❛❣❡ ❞✬❛❧✉♠✐♥✐✉♠
❞❡ ❧❛ sér✐❡ ✼❳❳❳ ❞❡st✐♥é❡s à ❧✬✐♥❞✉str✐❡ ❛ér♦♥❛✉t✐q✉❡✳ P❤❉ t❤❡s✐s✱ ➱❝♦❧❡ ♥❛t✐♦♥❛❧❡
s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡s ▼✐♥❡s ❞❡ P❛r✐s✱ ✷✵✶✷✳
❨✳ ❇❛✐ ❛♥❞ ❚✳ ❲✐❡r③❜✐❝❦✐✳ ❆ ♥❡✇ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ♠❡t❛❧ ♣❧❛st✐❝✐t② ❛♥❞ ❢r❛❝t✉r❡ ✇✐t❤ ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞
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●✳ ❇❛♥❛s③❡❦ ❛♥❞ ❆✳ ❙t❡❢❛♥✐❦✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ ❧❛❜♦r❛t♦r② ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝❧♦s✉r❡ ♦❢ ♠❡t❛❧✲
❧✉r❣✐❝❛❧ ❞❡❢❡❝ts ❞✉r✐♥❣ ❢♦r♠✐♥❣ ♦❢ ❛ ❢♦r❣✐♥❣✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼❛t❡r✐❛❧s Pr♦❝❡ss✐♥❣ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✱
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▲♦❣é✳ ❖♥ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ r❡✈❡rs❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ♦♥ ❞❛♠❛❣❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s
♦❢ ❞✉❝t✐❧❡ st❡❡❧s✳ ▼❛t❡r✐❛❧s ❙❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✿ ❆✱ ✹✾✻✿✷✷✸✕✷✸✸✱ ✷✵✵✽✳
❇✳ ❇✉❞✐❛♥s❦②✱ ❏✳ ❲✳ ❍✉t❝❤✐♥s♦♥✱ ❛♥❞ ❙✳ ❙❧✉ts❦②✳ ❱♦✐❞ ❣r♦✇t❤ ❛♥❞ ❝♦❧❧❛♣s❡ ✐♥ ✈✐s❝♦✉s s♦❧✐❞s✱
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❏✳✲❨✳ ❇✉✣èr❡✱ ❊✳ ▼❛✐r❡✱ P✳ ❈❧♦❡t❡♥s✱ ●✳ ▲♦r♠❛♥❞✱ ❛♥❞ ❘✳ ❋♦✉❣èr❡s✳ ❈❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢
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❑✳ ▼♦❝❡❧❧✐♥✳ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ à ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✉ ❢♦r❣❡❛❣❡ à ❝❤❛✉❞✿
ét✉❞❡ ❞✉ ❝♦♥t❛❝t ❡t ❝❛❧❝✉❧ ♠✉❧t✐❣r✐❧❧❡✳ P❤❉ t❤❡s✐s✱ ➱❝♦❧❡ ◆❛t✐♦♥❛❧❡ ❙✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡s ▼✐♥❡s
❞❡ P❛r✐s✱ ✶✾✾✾✳
❚✳ ❋✳ ▼♦r❣❡♥❡②❡r✱ ▼✳ ❏✳ ❙t❛r✐♥❦✱ ❛♥❞ ■✳ ❙✐♥❝❧❛✐r✳ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✈♦✐❞s ❞✉r✐♥❣ ❞✉❝t✐❧❡ ❝r❛❝❦
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ ❛♥ ❛❧✉♠✐♥✐✉♠ ❛❧❧♦② s❤❡❡t t♦✉❣❤♥❡ss t❡st st✉❞✐❡❞ ❜② s②♥❝❤r♦tr♦♥ r❛❞✐❛t✐♦♥
❝♦♠♣✉t❡❞ t♦♠♦❣r❛♣❤②✳ ❆❝t❛ ▼❛t❡r✐❛❧✐❛✱ ✺✻✿✶✻✼✶✕✶✻✼✾✱ ✷✵✵✽✳
✷✵✸
❇■❇▲■❖●❘❆P❍❨
▼✳ ◆❛❦❛s❛❦✐✱ ■✳ ❚❛❦❛s✉✱ ❛♥❞ ❍✳ ❯ts✉♥♦♠✐②❛✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❤②❞r♦st❛t✐❝ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠✲
❡t❡r ❢♦r ❢r❡❡✲❢♦r❣✐♥❣ ❛♥❞ r♦❧❧✐♥❣✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼❛t❡r✐❛❧s Pr♦❝❡ss✐♥❣ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ✶✼✼✭✶✲✸✮✿
✺✷✶✕✺✷✹✱ ✷✵✵✻✳
❍✳ Ö✈❡rst❛♠ ❛♥❞ ▼✳ ❏❛r❧✳ ❋❡♠✲s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❞r❛✇✐♥❣ ♦✉t ✐♥ ♦♣❡♥ ❞✐❡ ❢♦r❣✐♥❣✳ ❙t❡❡❧ ❘❡s❡❛r❝❤
■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧✱ ✼✺✭✶✷✮✿✽✶✷✕✽✶✼✱ ✷✵✵✹✳
❈✳ ❨✳ P❛r❦ ❛♥❞ ❉✳ ❨✳ ❨❛♥❣✳ ❆ st✉❞② ♦❢ ✈♦✐❞ ❝r✉s❤✐♥❣ ✐♥ ❧❛r❣❡ ❢♦r❣✐♥❣s ■✿ ❇♦♥❞✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠
❛♥❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❜♦♥❞✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥❝②✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼❛t❡r✐❛❧s Pr♦❝❡ss✐♥❣ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✱
✺✼✭✶✲✷✮✿✶✷✾✕✶✹✵✱ ✶✾✾✻✳
❈✳ ❨✳ P❛r❦ ❛♥❞ ❉✳ ❨✳ ❨❛♥❣✳ ❆ st✉❞② ♦❢ ✈♦✐❞ ❝r✉s❤✐♥❣ ✐♥ ❧❛r❣❡ ❢♦r❣✐♥❣s ■■✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢
❜♦♥❞✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥❝② ❜② ✜♥✐t❡✲❡❧❡♠❡♥t ❛♥❛❧②s✐s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼❛t❡r✐❛❧s Pr♦❝❡ss✐♥❣ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✱
✼✷✭✶✮✿✸✷✕✹✶✱ ✶✾✾✼❛✳
❈✳ ❨✳ P❛r❦ ❛♥❞ ❉✳ ❨✳ ❨❛♥❣✳ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦❢ ✈♦✐❞ ❝r✉s❤✐♥❣ ❢♦r ❧❛r❣❡✲✐♥❣♦t ❤♦t ❢♦r❣✐♥❣✳ ❏♦✉r♥❛❧
♦❢ ▼❛t❡r✐❛❧s Pr♦❝❡ss✐♥❣ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ✻✼✭✶✲✸✮✿✶✾✺✕✷✵✵✱ ▼❛② ✶✾✾✼❜✳
❊✳ P❛rr❛✲❉❡♥✐s✳ ❆♥❛❧②s❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡ ✸❉ ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❞❡ ❢♦r♠❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ✿ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❛✉① ✐♥t❡r♠ét❛❧❧✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❡s ❛❧❧✐❛❣❡s ❞✬❛❧✉♠✐♥✐✉♠✳ P❤❉ t❤❡s✐s✱ ❯♥✐✈❡rs✐té ❏❡❛♥ ▼♦♥♥❡t
❞❡ ❙❛✐♥t✲❊t✐❡♥♥❡✱ ✷✵✵✼✳
▼✳ P✐❡tr③②❦✱ ❘✳ ❑❛✇❛❧❧❛✱ ❛♥❞ ❍✳ P✐r❝❤❡r✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ ✈♦✐❞s ✐♥ st❡❡❧
♣❧❛t❡s ❞✉r✐♥❣ ❤♦t r♦❧❧✐♥❣✳ ❙t❡❡❧ ❘❡s❡❛r❝❤✱ ✻✻✭✶✷✮✿✺✷✻✕✺✷✾✱ ✶✾✾✺✳
P✳ P♦♥t❡ ❈❛st❛ñ❡❞❛✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✐s♦tr♦♣✐❝ ❝♦♠♣♦s✐t❡s✳
❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ❛♥❞ P❤②s✐❝s ♦❢ ❙♦❧✐❞s✱ ✸✾✭✶✮✿✹✺✕✼✶✱ ✶✾✾✶✳
❆✳ ❘✳ ❘❛❣❛❜✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡①t❡♥❞❡❞ ✈♦✐❞ ❣r♦✇t❤ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ str❛✐♥ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ❛♥❞ ✈♦✐❞
s❤❛♣❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❞✉❝t✐❧❡ ❢r❛❝t✉r❡ ✉♥❞❡r ❛①✐s②♠♠❡tr✐❝ t❡♥s✐♦♥✳ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❋r❛❝t✉r❡
▼❡❝❤❛♥✐❝s✱ ✼✶✭✶✶✮✿✶✺✶✺✕✶✺✸✹✱ ✷✵✵✹✳
❉✳ ❆✳ ❘❛❥♦♥ ❛♥❞ ❲✳ ❊✳ ❇♦❧❝❤✳ ▼❛r❝❤✐♥❣ ❝✉❜❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✿ ❘❡✈✐❡✇ ❛♥❞ tr✐❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r♣♦❧❛✲
t✐♦♥ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❢♦r ✐♠❛❣❡✲❜❛s❡❞ ❞♦s✐♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡❧s✳ ❈♦♠♣✉t❡r✐③❡❞ ▼❡❞✐❝❛❧ ■♠❛❣✐♥❣ ❛♥❞
●r❛♣❤✐❝s✱ ✷✼✭✺✮✿✹✶✶✕✹✸✺✱ ✷✵✵✸✳
❲✳ ❙✳ ❘❛s❜❛♥❞✳ ■♠❛❣❡❥✳ ❯✳ ❙✳ ◆❛t✐♦♥❛❧ ■♥st✐t✉t❡s ♦❢ ❍❡❛❧t❤✱ ❇❡t❤❡s❞❛✱ ▼❛r②❧❛♥❞✱ ❯❙❆✱
✶✾✾✼✲✷✵✶✷✳ ❤tt♣✿✴✴✐♠❛❣❡❥✳♥✐❤✳❣♦✈✴✐❥✴✳
❏✳ ❘✳ ❘✐❝❡ ❛♥❞ ❉✳ ▼✳ ❚r❛❝❡②✳ ❖♥ t❤❡ ❞✉❝t✐❧❡ ❡♥❧❛r❣❡♠❡♥t ♦❢ ✈♦✐❞s ✐♥ tr✐❛①✐❛❧ str❡ss ✜❡❧❞s✳
❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ❛♥❞ P❤②s✐❝s ♦❢ ❙♦❧✐❞s✱ ✶✼✭✸✮✿✷✵✶✕✷✶✼✱ ✶✾✻✾✳
▼✳ ❙❛❜②✱ ▼✳ ❇❡r♥❛❝❦✐✱ P✳✲❖✳ ❇♦✉❝❤❛r❞✱ ❛♥❞ ❊✳ ❘♦✉①✳ ❙❡♥s✐t✐✈✐t② st✉❞② ❢♦r ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡
r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❧♦❛❞✐♥❣s✱ ✉s✐♥❣ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛t ❛ ♠❡s♦✲
s❝❛❧❡✳ ■♥ ✽t❤ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❙♦❧✐❞ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡✱ ✷✵✶✷❛✳
▼✳ ❙❛❜②✱ ▼✳ ❇❡r♥❛❝❦✐✱ ❊✳ ❘♦✉①✱ ❙✳ ❇r③✉❝❤❛❝③✱ ❛♥❞ P✳✲❖✳ ❇♦✉❝❤❛r❞✳ ❙❡♥s✐t✐✈✐t② st✉❞② ❢♦r
❝❧♦s✉r❡ ♦❢ r❡❛❧ ✈♦✐❞ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❧♦❛❞✐♥❣s✱ ✉s✐♥❣ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛t ♠❡s♦✲s❝❛❧❡✳ ■♥ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❈♦♥❣r❡ss ♦♥ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ▼❡t❤♦❞s ✐♥ ❆♣♣❧✐❡❞
❙❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ✷✵✶✷❜✳
▼✳ ❙❛❜②✱ ❊✳ ❘♦✉①✱ ▼✳ ❇❡r♥❛❝❦✐✱ ❛♥❞ P✳✲❖✳ ❇♦✉❝❤❛r❞✳ ▼✉❧t✐s❝❛❧❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ✈♦✐❞ ❝❧♦✲
s✉r❡ ❞✉r✐♥❣ ❤♦t ❢♦r♠✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✷✾t❤ ❋♦r❣✐♥❣ ■♥❞✉str② ❚❡❝❤♥✐❝❛❧
❈♦♥❢❡r❡♥❝❡✱ ✷✵✶✷❝✳
✷✵✹
❇■❇▲■❖●❘❆P❍❨
▼✳ ❙❛❜②✱ ▼✳ ❇❡r♥❛❝❦✐✱ ❛♥❞ P✳✲❖✳ ❇♦✉❝❤❛r❞✳ ❆♥❛❧②s❡ ♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ r❡❢❡r♠❡t✉r❡ ❞❡
♣♦r♦s✐tés✱ ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ❢♦r♠❡ ❞❡s ♠ét❛✉① à ❝❤❛✉❞✳ ■♥ ❆❝t❡s ❞✉ ✶✶❡ ❈♦❧❧♦q✉❡
◆❛t✐♦♥❛❧ ❡♥ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❙tr✉❝t✉r❡s ❈❙▼❆✱ ✷✵✶✸❛✳
▼✳ ❙❛❜②✱ ▼✳ ❇❡r♥❛❝❦✐✱ ❊✳ ❘♦✉①✱ ❛♥❞ P✳✲❖✳ ❇♦✉❝❤❛r❞✳ ❚❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ r❡❛❧
✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡ ❛t t❤❡ ♠❡s♦✲s❝❛❧❡ ❞✉r✐♥❣ ❤♦t ♠❡t❛❧ ❢♦r♠✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ▼❛✲
t❡r✐❛❧s ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✼✼✿✶✾✹✕✷✵✶✱ ✷✵✶✸❜✳
▲✳ ❙❛❧✈♦✱ P✳ ❈❧♦❡t❡♥s✱ ❊✳ ▼❛✐r❡✱ ❙✳ ❩❛❜❧❡r✱ ❏✳ ❇❧❛♥❞✐♥✱ ❏✳ ❇✉✣èr❡✱ ❲✳ ▲✉❞✇✐❣✱ ❊✳ ❇♦❧❧❡r✱
❉✳ ❇❡❧❧❡t✱ ❛♥❞ ❈✳ ❏♦ss❡r♦♥❞✳ ❳✲r❛② ♠✐❝r♦✲t♦♠♦❣r❛♣❤② ❛♥ ❛ttr❛❝t✐✈❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❛t✐♦♥
t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐♥ ♠❛t❡r✐❛❧s s❝✐❡♥❝❡✳ ◆✉❝❧❡❛r ■♥str✉♠❡♥ts ❛♥❞ ▼❡t❤♦❞s ✐♥ P❤②s✐❝s ❘❡s❡❛r❝❤
❙❡❝t✐♦♥ ❇✿ ❇❡❛♠ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ▼❛t❡r✐❛❧s ❛♥❞ ❆t♦♠s✱ ✷✵✵✿✷✼✸✕✷✽✻✱ ✷✵✵✸✳
❋✳ ❙❝❤❡②✈❛❡rts✱ P✳❘✳ ❖♥❝❦✱ ❈✳ ❚❡❦♦❣❧✉✱ ❛♥❞ ❚✳ P❛r❞♦❡♥✳ ❚❤❡ ❣r♦✇t❤ ❛♥❞ ❝♦❛❧❡s❝❡♥❝❡
♦❢ ❡❧❧✐♣s♦✐❞❛❧ ✈♦✐❞s ✐♥ ♣❧❛♥❡ str❛✐♥ ✉♥❞❡r ❝♦♠❜✐♥❡❞ s❤❡❛r ❛♥❞ t❡♥s✐♦♥✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡
▼❡❝❤❛♥✐❝s ❛♥❞ P❤②s✐❝s ♦❢ ❙♦❧✐❞s✱ ✺✾✭✷✮✿✸✼✸✕✸✾✼✱ ✷✵✶✶✳
◆✳ ❙❝❤❧üt❡r✱ ❋✳ ●r✐♠♣❡✱ ❲✳ ❇❧❡❝❦✱ ❛♥❞ ❲✳ ❉❛❤❧✳ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ✐♥ ❞✉❝t✐❧❡ st❡❡❧s✳
❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ▼❛t❡r✐❛❧s ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✼✿✷✼✕✸✸✱ ✶✾✾✻✳
❑✳ ◆✳ ❙❤❛❤✱ ❇✳ ❱✳ ❑✐❡❢❡r✱ ❛♥❞ ❏✳ ❏✳ ●❛✈✐❣❛♥✳ ❋✐♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧ ✈♦✐❞
❝❧♦s✉r❡ ✐♥ ♦♣❡♥✲❞✐❡ ♣r❡ss ❢♦r❣✐♥❣✳ ❆❞✈❛♥❝❡❞ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ✶✭✸✲✹✮✿✺✵✶✕✺✶✻✱
✶✾✽✻✳
❙✳ ❙t❡r♥❜❡r❣✳ ❇✐♦♠❡❞✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✳ ■❊❊❊ ❈♦♠♣✉t❡r✱ ✶✻✭✶✮✿✷✷✕✸✹✱ ✶✾✽✸✳
❯✳ ❙tå❤❧❜❡r❣✳ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ s♣r❡❛❞ ❛♥❞ str❡ss ♦♥ t❤❡ ❝❧♦s✉r❡ ♦❢ ❛ ❝❡♥tr❛❧ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❤♦❧❡ ✐♥
t❤❡ ❤♦t r♦❧❧✐♥❣ ♦❢ st❡❡❧✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❲♦r❦✐♥❣ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ✶✸✭✶✮✿✻✺✕✽✶✱ ✶✾✽✻✳
❯✳ ❙tå❤❧❜❡r❣ ❛♥❞ ❍✳ ❑❡✐❢❡✳ ❆ st✉❞② ♦❢ ❤♦❧❡ ❝❧♦s✉r❡ ✐♥ ❤♦t r♦❧❧✐♥❣ ❛s ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② ❢♦r❝❡❞
❝♦♦❧✐♥❣✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼❛t❡r✐❛❧s Pr♦❝❡ss✐♥❣ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ✸✵✭✶✮✿✶✸✶ ✕ ✶✸✺✱ ✶✾✾✷✳
❯✳ ❙tå❤❧❜❡r❣✱ ❍✳ ❑❡✐❢❡✱ ▼✳ ▲✉♥❞❜❡r❣✱ ❛♥❞ ❆✳ ▼❡❧❛♥❞❡r✳ ❆ st✉❞② ♦❢ ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡ ❞✉r✐♥❣
♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❲♦r❦✐♥❣ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ✹✭✶✮✿✺✶✕✻✸✱ ✶✾✽✵✳
▼✳ ❚❛♥❛❦❛✱ ❙✳ ❖♥♦✱ ❛♥❞ ▼✳ ❚s✉♥❡♥♦✳ ❋❛❝t♦rs ❝♦♥tr✐❜✉t✐♥❣ t♦ ❝r✉s❤✐♥❣ ♦❢ ✈♦✐❞s ❞✉r✐♥❣
❢♦r❣✐♥❣✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❏❙❚P✱ ✷✼ ✭✸✵✻✮✿✾✷✼✕✾✸✹✱ ✶✾✽✻✳ ✭tr❛♥s❧❛t❡❞ ❢r♦♠ ❏❛♣❛♥❡s❡✮✳
■✳ ❱✳ ❚❤♦r❛t✱ ❉✳ ❊✳ ❙t❡♣❤❡♥s♦♥✱ ◆✳ ❆✳ ❩❛❝❤❛r✐❛s✱ ❑✳ ❩❛❣❤✐❜✱ ❏✳ ◆✳ ❍❛r❜✱ ❛♥❞ ❉✳ ❘✳ ❲❤❡❡❧❡r✳
◗✉❛♥t✐❢②✐♥❣ t♦rt✉♦s✐t② ✐♥ ♣♦r♦✉s ❧✐✲✐♦♥ ❜❛tt❡r② ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P♦✇❡r ❙♦✉r❝❡s✱ ✶✽✽
✭✷✮✿✺✾✷ ✕ ✻✵✵✱ ✷✵✵✾✳
❍✳ ❚♦❞❛✱ ❑✳ ▼✐♥❛♠✐✱ ❑✳ ❑♦②❛♠❛✱ ❑✳ ■❝❤✐t❛♥✐✱ ▼✳ ❑♦❜❛②❛s❤✐✱ ❑✳ ❯❡s✉❣✐✱ ❛♥❞ ❨✳ ❙✉③✉❦✐✳
❍❡❛❧✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ♣r❡❡①✐st✐♥❣ ❤②❞r♦❣❡♥ ♠✐❝r♦♣♦r❡s ✐♥ ❛❧✉♠✐♥✉♠ ❛❧❧♦②s ❞✉r✐♥❣ ♣❧❛st✐❝
❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❆❝t❛ ▼❛t❡r✐❛❧✐❛✱ ✺✼✭✶✺✮✿✹✸✾✶✕✹✹✵✸✱ ✷✵✵✾✳
❆✳ ❚♦♠❧✐s♦♥✱ ❆✳ ▼❡t✱ ❛♥❞ ❏✳ ❉str✐♥❣❡r✳ ▲❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞❡s ❝❛✈✐t❡s ✐♥t❡r♥❡s ❞❛♥s ❧❡s ♣✐❡❝❡s
❞❡ ❢♦r❣❡ ♣❛r r❡❢♦✉❧❡♠❡♥t✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ■r♦♥ ❛♥❞ ❙t❡❡❧ ■♥st✐t✉t❡✱ ♣❛❣❡s ✷✵✾✕✷✶✽✱ ✶✾✺✽✳
❱✳ ❚✈❡r❣❛❛r❞✳ ❖♥ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❞✉❝t✐❧❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ s♣❤❡r✐❝❛❧ ✈♦✐❞s✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧
❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋r❛❝t✉r❡✱ ✶✽✭✹✮✿✷✸✼✕✷✺✷✱ ✶✾✽✷✳
❱✳ ❚✈❡r❣❛❛r❞✳ ❖♥ t❤❡ ❝r❡❡♣ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❞✐✛✉s✐✈❡ ❝❛✈✐t❛t✐♦♥ ♦❢ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❢❛❝❡ts✳
❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ❛♥❞ P❤②s✐❝s ♦❢ ❙♦❧✐❞s✱ ✸✷✭✺✮✿✸✼✸✕✸✾✸✱ ✶✾✽✹✳
✷✵✺
❇■❇▲■❖●❘❆P❍❨
❱✳ ❚✈❡r❣❛❛r❞ ❛♥❞ ❆✳ ◆❡❡❞❧❡♠❛♥✳ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❝✉♣✲❝♦♥❡ ❢r❛❝t✉r❡ ✐♥ ❛ r♦✉♥❞ t❡♥s✐❧❡ ❜❛r✳
❆❝t❛ ▼❡t❛❧❧✉r❣✐❝❛✱ ✸✷✭✶✮✿✶✺✼✕✶✻✾✱ ✶✾✽✹✳
❆✳ ❲❛❧❧❡rö✳ ❈❧♦s✐♥❣ ♦❢ ❛ ❝❡♥tr❛❧ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ♣♦r❡ ✐♥ ❤♦t r♦❧❧✐♥❣✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧
❲♦r❦✐♥❣ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ✶✷✭✷✮✿✷✸✸✕✷✹✷✱ ✶✾✽✺✳
❆✳ ❲❛♥❣✱ P✳ ❋✳ ❚❤♦♠s♦♥✱ ❛♥❞ P✳ ❉✳ ❍♦❞❣s♦♥✳ ❆ st✉❞② ♦❢ ♣♦r❡ ❝❧♦s✉r❡ ❛♥❞ ✇❡❧❞✐♥❣ ✐♥ ❤♦t
r♦❧❧✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼❛t❡r✐❛❧s Pr♦❝❡ss✐♥❣ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ✻✵✭✶✲✹✮✿✾✺✕✶✵✷✱ ✶✾✾✻✳
❏✳✲❋✳ ❩❛r❛❣♦❝✐✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞✐r❡❝t❡ ♠✉❧t✐♣❤❛s✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛❧❧✐❛❣❡
❆❧✲❈✉ à ❧✬ét❛t ♣ât❡✉① ✲ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♣❛r t♦♠♦❣r❛♣❤✐❡ ❛✉① r❛②♦♥s
❳ ✐♥ s✐t✉ ❡♥ t❡♠♣s ré❡❧✳ P❤❉ t❤❡s✐s✱ ➱❝♦❧❡ ♥❛t✐♦♥❛❧❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡s ▼✐♥❡s ❞❡ P❛r✐s✱ ✷✵✶✷✳
❈❤❛♣ ✷✳
❏✳✲❋✳ ❩❛r❛❣♦❝✐✱ ▲✳ ❙✐❧✈❛✱ ▼✳ ❇❡❧❧❡t✱ ❛♥❞ ❈✳✲❆✳ ●❛♥❞✐♥✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ t❡♥s✐❧❡ t❡st ♦♥ ❛ ♠✉s❤②
③♦♥❡ s❛♠♣❧❡✳ ■❖P ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ❙❡r✐❡s✿ ▼❛t❡r✐❛❧s ❙❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ✸✸✭✶✮✿✵✶✷✵✺✹✱
✷✵✶✷✳
❳✳ ❩❤❛♥❣✱ ❋✳ ▼❛✱ ❑✳ ▼❛✱ ❛♥❞ ❳✳ ▲✐✳ ▼✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡ ❢♦r ❤❡❛✈② ✐♥❣♦t
❤♦t ❢♦r❣✐♥❣✳ ▼♦❞❡r♥ ❆♣♣❧✐❡❞ ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✻✭✶✵✮✿✶✺✕✷✺✱ ✷✵✶✷✳
❳✳✲❳✳ ❩❤❛♥❣ ❛♥❞ ❩✳✲❙✳ ❈✉✐✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ st✉❞② ♦❢ ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡ ✐♥ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣❧❛st✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s✳
❆♣♣❧✐❡❞ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ❛♥❞ ▼❡❝❤❛♥✐❝s✲❡♥❣❧✐s❤ ❊❞✐t✐♦♥✱ ✸✵✭✺✮✿✻✸✶✕✻✹✷✱ ✷✵✵✾✳
❳✳✲❳✳ ❩❤❛♥❣✱ ❩✳✲❙✳ ❈✉✐✱ ❲✳ ❈❤❡♥✱ ❛♥❞ ❨✳ ▲✐✳ ❆ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r ✈♦✐❞ ❝❧♦s✉r❡ ✐♥ ❧❛r❣❡ ✐♥❣♦ts
❞✉r✐♥❣ ❤♦t ❢♦r❣✐♥❣✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼❛t❡r✐❛❧s Pr♦❝❡ss✐♥❣ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ✷✵✾✭✹✮✿✶✾✺✵✕✶✾✺✾✱ ✷✵✵✾✳
❲✳ ❩✉t❛♥❣ ❛♥❞ ❘✳ ▼❡♥❣✳ ❘❡s❡❛r❝❤❡s ♦♥ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ♦❢ ❝♦♥s♦❧✐❞❛t✐♥❣ ❜✐❣ st❡❡❧ ✐♥❣♦ts
❛♥❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❢♦r♠✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦❢ ❧❛r❣❡ ❢♦r❣✐♥❣s✳ ■♥ ✶✷t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❋♦r❣❡✲
♠❛st❡rs ▼❡❡t✐♥❣ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡✱ ✶✾✾✹✳
✷✵✻
❆♣♣❡♥❞✐① ❆
❋✐♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ t❤❡
s♦❢t✇❛r❡ ❋❖❘●❊
❆❧❧ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ t❤✐s ❞♦❝✉♠❡♥t ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t
s♦❢t✇❛r❡ ❋❖❘●❊ ❬✷✵✶✶❪✳ ❚❤✐s s♦❢t✇❛r❡ ✐s ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❤♦t ♠❡t❛❧ ❢♦r♠✐♥❣ ✐♥❞✉str②✱
❛s ✐t ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✇❡❧❧ s✉✐t❡❞ t♦ ❧❛r❣❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✈✐s❝♦✲♣❧❛t✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❆ ❧❛r❣❡
✈❛r✐❡t② ♦❢ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❧❛✇s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞✱ s✉❝❤ ❛s ✈❛r✐♦✉s ♣♦✇❡r✲❧❛✇s✱ t❤❡ ❍❛♥s❡❧✲❙♣✐tt❡❧ ❧❛✇✱
♦r ●◆❍❇✲t②♣❡ ❧❛✇s✳
❚❤❡ ♠❛✐♥ ❢❡❛t✉r❡s ❛r❡✿
• r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ t❤❡r♠♦✲♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s❀
• ✈❡❧♦❝✐t②✲♣r❡ss✉r❡ ♠✐①❡❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥❀
• s♣❛t✐❛❧ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❧✐♥❡❛r P✶✰✴P✶ t❡tr❛❤❡❞r❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ✭✇✐t❤ ❛ ❜✉❜❜❧❡ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t✬s ❝❡♥t❡r ❢♦r t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞✮❀
• tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛✉t♦♠❛t✐❝ r❡♠❡s❤✐♥❣❀
• ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❀
• ♠✉❧t✐✲❜♦❞② ❝♦♥t❛❝t ❛♥❞ s❡❧❢✲❝♦♥t❛❝t ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ✉s✐♥❣ ♣❡♥❛❧✐③❛t✐♦♥✳
❚❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❛♥❞ t❤❡r♠❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ ❜r✐❡✢② r❡❝❛❧❧❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳
❆✳✶ ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥
❚❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞ ★✔v ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✜❡❧❞ ★✔p ❛t
t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t t✱ ✉s✐♥❣ t✇♦ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✱ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳
❆✳✶✳✶ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝s
❚❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝s ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✿
div(σ) + ρ
(
★✔
f − ★✔γ
)
= 0, ✭❆✳✶✮
✇❤❡r❡ σ ✐s t❤❡ str❡ss t❡♥s♦r✱ ρ t❤❡ ♠❛ss ❞❡♥s✐t②✱
★✔
f r❡♣r❡s❡♥ts ❣r❛✈✐t② ❢♦r❝❡s ❛♥❞ ★✔γ t❤❡ ❛❝✲
❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❣r❛✈✐t② ❛♥❞ ♦❢ ✐♥❡rt✐❛ ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ✐♥ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧
❢♦r♠✐♥❣ ♣r♦❝❡ss s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ s✉❝❤ t❤❛t✿
div(σ) = 0. ✭❆✳✷✮
✷✵✼
❆♣♣❡♥❞✐① ❆ ❋✐♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ t❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ❋❖❘●❊
❆✳✶✳✷ ▼❛ss ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥
❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛ss ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✿
∂ρ
∂t
+ div(ρ ★✔v ) = 0, ✭❆✳✸✮
✇❤❡r❡ ★✔v ✐s t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✈❡❝t♦r✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧
ρ ✐s ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛ss ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✿
div( ★✔v ) = 0. ✭❆✳✹✮
❆✳✶✳✸ ❇♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❆t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢ ❛ ❜♦❞②✱ s❡✈❡r❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♠❛② ❜❡ ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞✳
❋r❡❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❚❤❡ ❢r❡❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ♣❛rt ♦❢ ❛
❜♦❞②✬s s✉r❢❛❝❡ ✐s str❡ss✲❢r❡❡✳
σ. ★✔n =
★✔
0 , ✭❆✳✺✮
✇❤❡r❡ ★✔n ✐s t❤❡ ♦✉t✇❛r❞ ♥♦r♠❛❧✳
Pr❡s❝r✐❜❡❞✕✈❡❧♦❝✐t② ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❚❤❡ ♣r❡s❝r✐❜❡❞✕✈❡❧♦❝✐t② ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s
❛♣♣❧✐❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✐s s✉❜♠✐tt❡❞ t♦ ❛ ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞ ★✔v0✳
★✔v = ★✔v0. ✭❆✳✻✮
Pr❡s❝r✐❜❡❞✕str❡ss ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❚❤❡ ♣r❡s❝r✐❜❡❞✕str❡ss ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ❛♣✲
♣❧✐❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✐s s✉❜♠✐tt❡❞ t♦ ❛ ♣r❡s❝r✐❜❡❞ str❡ss ★✥✔σ0✳
σ. ★✔n = ★✥✔σ0. ✭❆✳✼✮
❈♦♥t❛❝t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❈♦♥t❛❝t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❙✐❣♥♦r✐♥✐✬s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ♥♦♥✲
♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ❜♦❞✐❡s ❆ ❛♥❞ ❇✿

( ★✥✔vA − ★✥✔vB) . ★✥✥✔nA ≤ 0 ✭♥♦♥✲♣❡♥❡tr❛t✐♦♥✮
σABn ≤ 0 ✭♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦♥t❛❝t✮
σABn (
★✥✔vA − ★✥✔vB) . ★✥✥✔nA = 0 ✭t❛♥❣❡♥t s❧✐❞✐♥❣✮
✭❆✳✽✮
✇❤❡r❡ σABn = (σA
★✥✥✔nA) .
★✥✥✔nA = (σB
★✥✥✔nB) .
★✥✥✔nB✳ ❚❤❡ ♣❡♥❛❧t② ♠❡t❤♦❞ ✐s ✉s❡❞ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡s❡
❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ r❡♣✉❧s✐✈❡ ❢♦r❝❡ t♦ ❛ ✐♥✜♥✐t❡ s♠❛❧❧ ❛✉t❤♦r✐③❡❞
♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❜♦❞✐❡s ❆ ❛♥❞ ❇✳ ❋✉rt❤❡r ❞❡t❛✐❧s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬❋❛②♦❧❧❡✱
✷✵✵✾❪✳
❚❤r❡❡ t②♣❡s ♦❢ ❝♦♥t❛❝t ♠❛② ❜❡ ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞✿
• ❈♦♥t❛❝t ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ❞❡❢♦r♠❛❜❧❡ ❜♦❞② ❆ ❛♥❞ ❛ r✐❣✐❞ ❜♦❞② ❇✱ ✇❤✐❝❤ ❝❧❛ss✐❝❛❧❧② ♦❝❝✉rs
✐♥ ♣r♦❝❡ss s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ❞❡❢♦r♠❛❜❧❡ ✇♦r❦♣✐❡❝❡ ❛♥❞ ❛ r✐❣✐❞ t♦♦❧ ❬▼♦❝❡❧❧✐♥✱
✶✾✾✾❪✳
• ❈♦♥t❛❝t ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❞❡❢♦r♠❛❜❧❡ ❜♦❞✐❡s ❆ ❛♥❞ ❇✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ♦❝❝✉r ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ ❞❡❢♦r♠❛❜❧❡ ❜♦❞✐❡s ✭❥♦✐♥✐♥❣ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ✇♦r❦♣✐❡❝❡s✱ ♦r
✉s✐♥❣ ❞❡❢♦r♠❛❜❧❡ t♦♦❧s✮✳ ❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ❤❛♥❞❧❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ♠❛st❡r✲s❧❛✈❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥
♦❢ ❜♦❞✐❡s ❆ ❛♥❞ ❇ ❬▼♦❝❡❧❧✐♥✱ ✶✾✾✾✱ ❇❛r❜♦③❛✱ ✷✵✵✹❪✳
✷✵✽
❆✳✷ ❚❤❡r♠❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥
• ❙❡❧❢✲❝♦♥t❛❝t ♦❢ t✇♦ s✉❜s❡ts ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❜♦❞② ❆✱ ✇❤✐❝❤ t②♣✐❝❛❧❧② ♦❝❝✉rs ❢♦r ✈♦✐❞ ❝❧♦✲
s✉r❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ❤❛♥❞❧❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ♣s❡✉❞♦✲s②♠♠❡tr✐❝❛❧ s❧❛✈❡✲s❧❛✈❡
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ s✉❜s❡ts ♦❢ t❤❡ ❜♦❞② ❆ ❬❋♦✉r♠❡♥t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸✱ ❇❛r❜♦③❛✱ ✷✵✵✹❪✳
❋r✐❝t✐♦♥ ❲❤❡♥ ❝♦♥t❛❝t ✐s ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞✱ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❤❛♥❞❧❡❞ ❬▼♦❝❡❧❧✐♥✱ ✶✾✾✾✱ ❋❛②✲
♦❧❧❡✱ ✷✵✵✾❪✳ ❙❡✈❡r❛❧ ❢r✐❝t✐♦♥ ❧❛✇s ✭❡✳❣✳ ❈♦✉❧♦♠❜✱ ❚r❡s❝❛✮ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❋❖❘●❊ ❬✷✵✶✶❪✳
◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ s❡❧❢✲❝♦♥t❛❝t ✐s ♦✈❡r✲❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❛♥❞ ❛ st✐❝❦② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❝♦♥s✐❞✲
❡r❡❞✱ ❛s ❢r✐❝t✐♦♥ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❤❛♥❞❧❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ❬❋♦✉r♠❡♥t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❪✳
❆✳✷ ❚❤❡r♠❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥
❚❤❡ t❤❡r♠❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✜❡❧❞ T ✉s✐♥❣ t❤❡ ❤❡❛t ❡q✉❛t✐♦♥✿
ρc
∂T
∂t
= div(k∆T ) + W˙ , ✭❆✳✾✮
✇❤❡r❡ c ✐s t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛t ❝❛♣❛❝✐t②✱ k t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t②✱ ∆ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦♣❡r❛t♦r
❛♥❞ W˙ = σ : ε˙ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥✳
❇♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❛❧s♦ ❤❛♥❞❧❡❞ ✉s✐♥❣✿
• r❛❞✐❛t✐♦♥ ✭♣r❡s❝r✐❜❡❞ ❤❡❛t ✢♦✇✮❀
• ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ♦t❤❡r ❜♦❞✐❡s✴❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✭♣r❡s❝r✐❜❡❞ ❤❡❛t ✢♦✇✮❀
• ❢r✐❝t✐♦♥ ✭♣r❡s❝r✐❜❡❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✮✳
❆✳✸ ❋♦r♠❛❧✐s♠s
❚❤❡ ❛❝t✉❛❧✐③❡❞ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ✐s ✉s❡❞✳
❚❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s s♣❛t✐❛❧❧② ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ✉s✐♥❣ ❧✐♥❡❛r t❡tr❛❤❡❞r❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts P✶✰✴P✶
✭s❡❡ ❋✐❣✳ ❆✳✶✮✳ ❚❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✜❡❧❞ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛t t❤❡ ❢♦✉r ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ t❤❡ t❡tr❛❤❡❞r♦♥✳ ❚❤❡
✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞ ✐s ❡♥r✐❝❤❡❞ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ❛t t❤❡ ❝❡♥t❡r ✭❝❛❧❧❡❞ ✧❜✉❜✲
❜❧❡✧✮ ♦❢ t❤❡ t❡tr❛❤❡❞r♦♥✳
✭❛✮ ❱❡❧♦❝✐t② ✭P✶✰ ❡❧❡♠❡♥t✮ ✭❜✮ Pr❡ss✉r❡ ✭P✶ ❡❧❡♠❡♥t✮
❋✐❣✉r❡ ❆✳✶✿ ❉❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ❢♦r ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t✳
❋♦r ♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ❋❖❘●❊ ❬✷✵✶✶❪✱ t❤❡ r❡❛❞❡r ❝❛♥ r❡❢❡r t♦ ❋❛②♦❧❧❡
❬✷✵✵✾✱ ❝❤❛♣✳ ✸❪✳
✷✵✾

❆♣♣❡♥❞✐① ❇
❙✉❜r♦✉t✐♥❡s
❇✳✶ ❚❤❡ ❙❚❇ ♠♦❞❡❧
❚❤❡ ❙❚❇ ♠♦❞❡❧ ✐s ❝✉rr❡♥t❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ❋❖❘●❊ ❬✷✵✶✶❪✳ ❚❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ✐♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡rs
❛r❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❝♦♥st❛♥t ❝❧♦s✉r❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts KC ,KT ✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✜❡❧❞ ♦❢ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✈♦❧✉♠❡
V 0✳ ❚❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t ∆V t ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛t ❡❛❝❤ ✐♥❝r❡♠❡♥t t✱ ❢♦r ❡✈❡r② ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥
♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠❡s❤ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦♣✐❡❝❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥❡✇ ✜❡❧❞ ♦❢ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✈♦❧✉♠❡
✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t s❝❤❡♠❡ V t = ∆V t+V t−1✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜❡❧♦✇✱ ❛♥❞
❛ s♥❛♣s❤♦t ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐♥ t❤❡ t❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ●▲Pr❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s ✇❡❧❧✳
■♥✐t✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭✉s❡r✲❞❡✜♥❡❞✮✿
KC ,KT ✭❝♦♥st❛♥t ❝❧♦s✉r❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✮
V 0 ✭✐♥✐t✐❛❧ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ✜❡❧❞✮
❆t ❡❛❝❤ t✐♠❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t t✿ ❜❡❣✐♥
❉❛t❛✿ ∆tt ✭✐♥❝r❡♠❡♥t t✐♠❡ st❡♣✮
pt ✭✐s♦st❛t✐❝ ♣r❡ss✉r❡✮
σ¯t ✭✈♦♥ ▼✐s❡s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t str❡ss✮
˙¯εt ✭❡q✉✐✈❛❧❡♥t str❛✐♥✲r❛t❡✮
V t−1 ✭✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❢r♦♠ ✐♥❝r❡♠❡♥t t− 1✮
❋♦r ❡❛❝❤ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t✿ ❜❡❣✐♥
✐❢ σ¯t > 0 ❛♥❞ ˙¯εt > 0 ❛♥❞ V t−1 > 0 t❤❡♥
T tX =
−pt
σ¯t
✐❢ pt ≥ 0 t❤❡♥
V t = V t−1 +KCT
t
X
˙¯εt∆tt
❡❧s❡
V t = V t−1 +KTT
t
X
˙¯εt∆tt
❡♥❞
❡♥❞
V t = max(0, V t)
❡♥❞
❡♥❞
❘❡s✉❧t✿ V t ✭✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❛t ✐♥❝r❡♠❡♥t t✮
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✿ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙❚❇ ♠♦❞❡❧
✷✶✶
❆♣♣❡♥❞✐① ❇ ❙✉❜r♦✉t✐♥❡s
❋✐❣✉r❡ ❇✳✶✿ ❈❛♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉❜r♦✉t✐♥❡ ❢♦r t❤❡ ❙❚❇ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ●▲♣r❡✳
✷✶✷
❇✳✷ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❩❤❛♥❣ ♠♦❞❡❧
❇✳✷ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❩❤❛♥❣ ♠♦❞❡❧
❚❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❛s ❢♦r t❤❡ ❙❚❇ ♠♦❞❡❧✳
❚❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t ∆V t ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛t ❡❛❝❤ ✐♥❝r❡♠❡♥t t✱ ❢♦r ❡✈❡r② ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t ♦❢
t❤❡ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠❡s❤ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦♣✐❡❝❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥❡✇ ✜❡❧❞ ♦❢ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✈♦❧✉♠❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞
✉s✐♥❣ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t s❝❤❡♠❡ V t = ∆V t + V t−1✳
❚❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ✐♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ m∗ ✭❝♦♥st❛♥t ♠❛t❡r✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r✮ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧
✜❡❧❞ ♦❢ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✈♦❧✉♠❡ V 0✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥st❛♥ts ❛r❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ ❚❛❜❧❡ ❇✳✶ ❛♥❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ m∗✳
❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜❡❧♦✇✱ ❛♥❞ ❛ s♥❛♣s❤♦t ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐♥ t❤❡ t❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ●▲Pr❡
✐s ❣✐✈❡♥ ❛s ✇❡❧❧✳
m∗ ✶✳✵ ✵✳✺ ✵✳✷ ✵✳✸ ✵✳✶ ✵✳✵✶
q1 ✵✳✺✵✹✽ ✵✳✹✾✶✶ ✵✳✻✵✶✻ ✶✳✶✹✽✶ ✷✳✾✶✸✷ ✻✳✺✹✺✻
q2 ✻✳✹✻✼✺ ✵✳✽✵✵✷ ✲✵✳✻✾✽✶ ✲✹✳✷✵✷✻ ✲✶✶✳✻✹✻✹ ✲✶✺✳✸✼✼✺
q3 ✶✹✳✷✻✶✵ ✺✸✳✽✵✶✽ ✼✷✳✻✸✾✼ ✶✵✽✳✷✶✶✹ ✶✽✺✳✺✻✷✷ ✸✷✹✳✹✹✶✼
q4 ✲✵✳✸✸✼✾ ✲✵✳✷✸✶✹ ✲✵✳✶✷✹✸ ✲✵✳✷✹✽✵ ✲✵✳✻✺✶✶ ✲✶✳✾✺✼✺
❚❛❜❧❡ ❇✳✶✿ ❱❛❧✉❡s ♦❢ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts q1✱ q2✱ q3 ❛♥❞ q4 ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❩❤❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❪
■♥✐t✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭✉s❡r✲❞❡✜♥❡❞✮✿
m∗ ✭❝♦♥st❛♥t ♠❛t❡r✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r✮
V 0 ✭✐♥✐t✐❛❧ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ✜❡❧❞✮
■♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥✿
q1, q2, q3, q4 ✭♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❚❛❜❧❡ ❇✳✶ ❢♦r t❤❡ ❛❞❡q✉❛t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ m∗✮
n∗ = 1m∗
❆t ❡❛❝❤ t✐♠❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t t✿ ❜❡❣✐♥
❉❛t❛✿ ∆tt ✭✐♥❝r❡♠❡♥t t✐♠❡ st❡♣✮
pt ✭✐s♦st❛t✐❝ ♣r❡ss✉r❡✮
σ¯t ✭✈♦♥ ▼✐s❡s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t str❡ss✮
˙¯εt ✭❡q✉✐✈❛❧❡♥t str❛✐♥✲r❛t❡✮
V t−1 ✭✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❢r♦♠ ✐♥❝r❡♠❡♥t t− 1✮
❋♦r ❡❛❝❤ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t✿ ❜❡❣✐♥
✐❢ σ¯t > 0 ❛♥❞ ˙¯εt > 0 ❛♥❞ V t−1 > 0 t❤❡♥
T tX =
−pt
σ¯t
V t = V t−1 +({
3
2
[
3
2n∗ |T tX |+ (n
∗−1)(5n∗+2)
(n∗)2
]n∗
+ q1|T tX |+ 3q2(ε¯t)2 + 5q4(ε¯t)4 + q4 ˙¯εt∆tt
})
V t−1
❡♥❞
V t = max(0, V t)
❡♥❞
❡♥❞
❘❡s✉❧t✿ V t ✭✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❛t ✐♥❝r❡♠❡♥t t✮
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✿ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❩❤❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❪
✷✶✸
❆♣♣❡♥❞✐① ❇ ❙✉❜r♦✉t✐♥❡s
❋✐❣✉r❡ ❇✳✷✿ ❈❛♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉❜r♦✉t✐♥❡ ❩❤❛♥❣ ✐♥ ●▲♣r❡✳
✷✶✹
❇✳✸ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ♠♦❞❡❧ ❈✐❝❛♣♦r♦
❇✳✸ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ♠♦❞❡❧ ❈✐❝❛♣♦r♦
❆ s✐♠✐❧❛r ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✇❛s ✉s❡❞ ❛s ❢♦r t❤❡ ♦t❤❡r ♠♦❞❡❧s✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ✐♥♣✉t ♣❛r❛♠✲
❡t❡rs ❛r❡ t❤❡ t❤r❡❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈♦✐❞✱ t❤r❡❡ r♦t❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❡s✱ ❛♥❞ t❤❡
✐♥✐t✐❛❧ ✜❡❧❞ ♦❢ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✈♦❧✉♠❡ V 0✳
❚❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t ∆V t ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛t ❡❛❝❤ ✐♥❝r❡♠❡♥t t✱ ❢♦r ❡✈❡r② ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t
♦❢ t❤❡ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠❡s❤ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦♣✐❡❝❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥❡✇ ✜❡❧❞ ♦❢ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✈♦❧✉♠❡ ✐s
♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t s❝❤❡♠❡ V t = ∆V t + V t−1✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜❡❧♦✇✱ ❛♥❞ ❛
s♥❛♣s❤♦t ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐♥ t❤❡ t❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ●▲Pr❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s ✇❡❧❧✳
◆♦t❡ ❤❡r❡ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠♦❞✐✜❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ V 0B✳ ❆ ♥❡✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s
❛❞❞❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ V tB✱ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ V
t✳ ❲❤❡♥ str❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t②
r❛t✐♦ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡✱ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ✐s ✐❣♥♦r❡❞✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ t❤✉s r❡♠❛✐♥s ❝♦♥st❛♥t
V tB = V
t−1
B ❛t ✐♥❝r❡♠❡♥ts ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ str❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t② r❛t✐♦ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡✳
■♥❞❡❡❞✱ ❞✉r✐♥❣ ❛ ♣r♦❝❡ss✱ ♣♦s✐t✐✈❡ str❡ss tr✐❛①✐❛❧t② ✈❛❧✉❡s ♠❛② ❜❡ ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞✱ ❡✈❡♥
t❡♠♣♦r❛r✐❧②✳ ❆s t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦♠❡s ♦✉t ✭t❡♠♣♦r❛r✐❧②✮ ❢r♦♠ ✐ts ✈❛❧✐❞✐t② ❞♦♠❛✐♥✱ ❛ ✈❛❧✉❡ ✐s
♦❜t❛✐♥❡❞ ❜✉t ✐ts ❛❝❝✉r❛❝② ✐s ♥♦t ❡♥s✉r❡❞✳ ❚❤✐s ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧
❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ❛s ✈♦✐❞ ♦♣❡♥✐♥❣ ✇❛s ♥♦t ❛❞❞r❡ss❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳
• ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ VB ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♥❡✲
❣❧❡❝t✐♥❣ ✈♦✐❞ ♦♣❡♥✐♥❣✳
• ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ V ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❜② ❡①tr❛♣♦❧❛t✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢
t❤❡ ♠♦❞❡❧ t♦✇❛r❞s ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s✳
❇② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ V ❛♥❞ ♦❢ VB✱ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ■❢ ❜♦t❤ ✈❛❧✉❡s ❛r❡
❞✐✛❡r❡♥t✱ ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ str❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t② ✇❡r❡ ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡ ❞✐❢✲
❢❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❣✐✈❡s ❛ ✜rst ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈♦✐❞ ♦♣❡♥✐♥❣ t❤❛t ✐s ♣r❡❞✐❝t❡❞
❜② ❡①tr❛♣♦❧❛t✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ t♦✇❛r❞s ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s✳
❆ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❢♦r ❝✉♠✉❧❛t❡❞ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t str❛✐♥ ✐s ❛❧s♦ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ s✉❜r♦✉t✐♥❡✳
■♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❝✉♠✉❧❛t❡❞ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t str❛✐♥ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢
✈♦✐❞ s❤❛♣❡ ❞✉r✐♥❣ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✭✇✐t❤ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t C✮✳ ❚❤❡ ❝✉♠✉❧❛t❡❞ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t str❛✐♥
♠✉st t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ r❡s❡t t♦ ③❡r♦ ❢♦r ❡❛❝❤ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ✈♦✐❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣②✳
✷✶✺
❆♣♣❡♥❞✐① ❇ ❙✉❜r♦✉t✐♥❡s
❋✐❣✉r❡ ❇✳✸✿ ❈❛♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉❜r♦✉t✐♥❡ ❈✐❝❛♣♦r♦ ✐♥ ●▲♣r❡✳
✷✶✻
❇✳✸ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ♠♦❞❡❧ ❈✐❝❛♣♦r♦
■♥✐t✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭✉s❡r✲❞❡✜♥❡❞✮✿
r1, r2, r3 ✭✐♥✐t✐❛❧ ✈♦✐❞ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✮
θX , θY , θZ ✭✐♥✐t✐❛❧ r♦t❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❡s ❛r♦✉♥❞ ❡❛❝❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥✮
V 0, V 0B ✭✐♥✐t✐❛❧ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ✜❡❧❞✱ ✐♥✐t✐❛❧ ♠♦❞✐✜❡❞ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ✜❡❧❞✮
ε¯0 = 0 ✭✐♥✐t✐❛❧ ❝✉♠✉❧❛t❡❞ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t str❛✐♥ ✐s r❡s❡t t♦ ③❡r♦✮
■♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥✿ V0 =
4
3
πr1r2r3 ❀ γ1 =
3
√
V0/r1 ❀ γ2 =
3
√
V0/r2 ❀ γ3 =
3
√
V0/r3
RX =

1 0 00 cos(θX) − sin(θX)
0 sin(θX) cos(θX)

 ❀ RY =

 cos(θY ) 0 sin(θY )0 1 0
− sin(θY ) 0 cos(θY )

 ❀
RZ =

cos(θZ) − sin(θZ) 0sin(θZ) cos(θZ) 0
0 0 1


(
★✥✔u1
★✥✔u2
★✥✔u3
)
= RZRYRX ✭✈♦✐❞✬s ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧ ❜❛s✐s✮
❆t ❡❛❝❤ t✐♠❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t t✿ ❜❡❣✐♥
❉❛t❛✿ ∆tt ✭✐♥❝r❡♠❡♥t t✐♠❡ st❡♣✮
pt ✭✐s♦st❛t✐❝ ♣r❡ss✉r❡✮
σ¯t ✭✈♦♥ ▼✐s❡s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t str❡ss✮
˙¯εt ✭❡q✉✐✈❛❧❡♥t str❛✐♥✲r❛t❡✮
ε¯t−1 ✭❡q✉✐✈❛❧❡♥t str❛✐♥ ❢r♦♠ ✐♥❝r❡♠❡♥t t− 1✮
ǫ˙t ✭str❛✐♥ r❛t❡ t❡♥s♦r✮
V t−1 ✭✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❢r♦♠ ✐♥❝r❡♠❡♥t t− 1✮
V t−1B ✭♠♦❞✐✜❡❞ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❢r♦♠ ✐♥❝r❡♠❡♥t t− 1✮
❋♦r ❡❛❝❤ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t✿ ❜❡❣✐♥
ε¯t = ε¯t−1 + ˙¯εt∆tt ✭❝✉♠✉❧❛t❡❞ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t str❛✐♥✮(
★✔e1
t ★✔e2
t ★✔e3
t
)
❜② ❞✐❛❣♦♥❛❧✐③✐♥❣ ǫ˙t s✉❝❤ t❤❛t ε˙1 ≤ ε˙2 ≤ ε˙3
pt
1
= ( ★✥✔u1.
★✔e1
t)2 ❀ pt
2
= ( ★✥✔u2.
★✔e1
t)2 ❀ pt
3
= ( ★✥✔u3.
★✔e1
t)2
✐❢ σ¯t > 0 ❛♥❞ ˙¯εt > 0 ❛♥❞ V t−1 > 0 t❤❡♥
T tX =
−pt
σ¯t
Bt =
3∑
i=1
2∑
j=0
1∑
k=0
bjk(T
t
X)
k(γi)
jpti
Ct =
3∑
i=1
2∑
j=0
2∑
k=0
cjk(T
t
X)
k(γi)
jpti
❡♥❞
∆V t = (Bt + 2Ctε¯t) ˙¯εt∆tt
V t = V t−1 +∆V t
V t = max(0, V t)
✐❢ T tX > 0 t❤❡♥
∆V t = 0
❡♥❞
V tB = V
t−1
B +∆V
t
V tB = max(0, V
t
B) ✭♠♦❞✐✜❡❞ ✈♦❧✉♠❡✱ ✐❣♥♦r✐♥❣ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ str❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t② ✈❛❧✉❡s✮
❡♥❞
❡♥❞
❘❡s✉❧t✿ V t✱ V tB ✭✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❛♥❞ ♠♦❞✐✜❡❞ ✈♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡✱ ❛t ✐♥❝r❡♠❡♥t t✮
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 Compréhension et modélisation des mécanismes de refermeture de 
porosité dans les procédés de mise en forme des métaux à chaud 
RESUME : Lors de l’élaboration de pièces métalliques de grandes dimensions, la présence 
interne de pores est habituellement observée. Ces défauts internes sont généralement 
refermés lors des premières passes de transformation à chaud. Ce travail vise à mieux 
comprendre les mécanismes de refermeture en identifiant les paramètres procédés, matériaux 
et morphologiques clés. Les deux approches (explicite en champ complet, et micro-analytique) 
classiquement utilisées dans littérature sont discutées. Il est montré que ces deux approches ne 
sont pas suffisantes pour établir un modèle de prédiction dont la précision réponde aux enjeux 
industriels. Une nouvelle approche est donc proposée dans cette thèse à l’échelle 
mésoscopique. Les mécanismes de refermeture sont étudiés à l’échelle d’un volume 
élémentaire représentatif (VER), permettant une description 3D particulièrement précise des 
mécanismes locaux, tout en appliquant des conditions aux limites représentatives des états 
mécaniques mis en jeu à l’échelle macroscopique. Les mécanismes locaux ont été étudiés au 
moyen d’une vaste campagne de simulations éléments-finis 3D à l’échelle d’un VER. Les 
paramètres étudiés sont : les paramètres matériaux, la morphologie du pore, et le chargement 
thermomécanique subi durant la déformation. L’étude a montré que la morphologie et l’état de 
contraintes sont de premier ordre sur le comportement en refermeture. Ces influences ont 
ensuite été quantifiées afin de proposer un modèle de prédiction de refermeture robuste. Le 
modèle a finalement été implémenté dans un code éléments finis et une validation sur cas 
industriels est présentée afin d’évaluer les bénéfices de nouveau modèle. Une validation 
expérimentale a été menée par des essais d’écrasements d’échantillons poreux dont l’état de 
porosité a été mesuré par micro-tomographie aux rayons X avant et après les essais. 
Mots clés : refermeture de porosité, modèle moyenné, éléments finis, échelle mésoscopique 
Understanding and modeling of void closure mechanisms  
in hot metal forming processes 
ABSTRACT: During production of large metal workpieces, an internal presence of voids is 
usually observed. Such internal defaults are generally closed up during the first passes of hot 
forming processes. The present work aims to better understand void closure mechanisms with 
respect to the involved materials, processes and voids’ morphological parameters. An extensive 
study regarding existing models in the literature is first presented. Two main approaches are 
discussed: the explicit full-field approach and the micro-analytical approach. It is shown that 
none of both approaches is sufficient to precisely predict void closure according to the industrial 
issues. A new approach is thus proposed at the mesoscale. Void closure mechanisms are 
studied using a representative volume element (RVE). Local mechanisms of void closure are 
studied using a large campaign of 3D finite element simulations at the RVE-scale. The studied 
parameters are: the materials parameters, the void’s morphology and the thermomechanical 
loading during hot forming processes. Both the void’s morphology and the stress state exhibit a 
first-order influence on void closure. A new reliable prediction model is proposed with respect to 
these parameters. The void’s morphology is quantitatively studied in terms of equivalent 
dimensions (tridimensional aspect ratios), and orientation (with respect to principal deformation 
direction). The stress state is expressed using the stress triaxiality ratio. The proposed model 
was finally implemented in a material forming finite element software. Validation cases are 
presented using industrial processes in order to highlight the benefits of this new model. An 
experimental validation was also performed using compression tests of porous samples. The 
samples were examined using X-ray micro-tomography before and after compression. 
Keywords : void closure, mean-field model, finite element, meso-scale 
